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2 Grundlagen der Robotermathematik

Zielsetzung

Formale, mathematische Modelle sind Voraussetzung fiir die Programmierung. Dafir
sollen die Grundlagen der Robotermathematik vermittelt werden. Der erste Schritt der
Robotermodellierung ist die Beschreibung der Mechanik durch geometrische Elemente
und ihre gegenseitigen Beziige. Die Voraussetzung fiir eine Berechnung sind analytische
Methoden, deren Grundlage die Theorie der Vektoren, Matrizen und linearen Glei-
chungssysteme bildet.

Da Roboter hiufig Drehachsen besitzen, ist die Berechnung von Winkeln, die durch die
verschiedenen geometrischen Elemente bestimmt werden, eine wichtige Anforderung.
Bei der Generierung von sanften, ableitbaren rdumlichen und zeitlichen Verldufen spie-
len Polynome eine wichtige Rolle. Schliefilich ist es oft unerldsslich, die Abhangigkeit von
GroBlen bei nur kleinen, differentiellen Anderungen zu berechnen. Auf diese Weise kon-
nen lineare Gleichungssysteme zur ndherungsweisen Beschreibung nichtlinearer Zu-
sammenhinge benutzt werden.

2.1 Formale Modelle

Ein wesentliches Teilgebiet der Robotik sind Verfahren zum Steuern und Uberwachen von
Robotern mit Hilfe von Rechnersystemen. Die dafiir benétigte Software muss Wissen repri-
sentieren iiber

* die Eigenschaften der Robotersysteme,

 die durchzufiihrenden Anwendungsprozesse,

e die Art und Weise der Bedienerdialoge.

Ein kleines Beispiel soll dies verdeutlichen.

Beispiel 2.1 Wissenskomponenten eines Roboters

Die Aufgabe besteht darin, die Werkzeugspitze eines Roboters auf einer geradlinigen Bahn zu
verfahren. Fir die Durchfithrung miissen die folgenden Wissenskomponenten vorhanden
sein:
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Mathematische Beschreibung einer geradlinigen Bahn im Arbeitsraum des Roboters.
Uberfithrung der rdumlichen Ausrichtung des Effektors am Anfang der Bahn in die End-
stellung.

Berechnung von Bahngeschwindigkeit und Bahnbeschleunigung, basierend auf den vom
Anwender vorgegebenen Zieldaten und den durch Mechanik und Elektrik zuldssigen
Grenzwerten.

Berechnung der sich ergebenden Achswinkel des Roboters auf Grund seiner mechanisch-
kinematischen Struktur.

Berechnung und Regelung der Stréme und Spannungen fiir die elektrischen Antriebe un-
ter Berticksichtigung der dynamischen Eigenschaften.

Falls ein Bahnsensor vorhanden ist, muss der Einfluss der Sensordaten auf den program-
mierten Bewegungsablauf berechnet werden.

Maf3nahmen im Fehlerfall.

nichtformales Wissen iiber Roboter

Formalisierung

Modellierung

formales Wissen

- geometrisch

- analytisch, numerisch

Programmierung

A

formale Computersprache

ausfiihrbares Programm Bild 2.1 Transformation des nichtformalen Wissens

in Software

Um dieses Roboterwissen mit Hilfe einer formalen Computersprache als Software darzustel-

len, muss es zuvor in eine formale Form gebracht werden. Dabei hilft die Mathematik. In

Bild 2.1 ist dieser Transformationsprozess dargestellt. Das zunéchst vorhandene nichtforma-

le Wissen tiber das Robotersystem wird mit Hilfe der Mathematik in mathematische und

damit formale Modelle uberfiihrt. Diese kénnen durch formale Computersprachen imple-
mentiert und auf Rechnern zur Ausfihrung gebracht werden. Die beiden folgenden Defini-
tionen sollen diese beiden wichtigen Begriffe klarstellen.

Definition - Modell

Ein Modell stellt die wesentlichen Eigenschaften und Verhaltensweisen eines natiirlichen
Phinomens dar. Formale mathematische Modelle sind berechenbar und konnen mit
formalen Sprachen dargestellt werden.
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Definition - Formale Sprache

Die Theorie der Formalen Sprachen ist eine Teildisziplin der Mathematik und der theore-
tischen Informatik. Eine Formale Sprache ist eine Menge von Wortern aus einem vorge-
gebenen Grundvorrat, dem Alphabet, deren Struktur mit Hilfe der Regeln einer formalen
Grammatik gebildet wird.

Formale, mathematische Modelle sind somit die Grundlage der Programmierung. Da Robo-
ter raumliche Gebilde sind, spielen in der Robotermathematik die darstellende Geometrie
und darauf autbauend die analytische Geometrie die grof3te Rolle.

2.2 Punkt, Gerade, Ebene

Punkt, Gerade und Ebene sind einfache geometrische Objekte. Jedoch reichen sie in vielen
Fillen zur geometrischen Modellierung von Robotern aus. So wird die rdumliche Lage der
Werkzeugspitze durch einen Punkt, die Lage einer Bewegungsachse durch eine Gerade be-
schrieben.

AZ

Bild 2.2 Darstellung eines Punktes in einem kartesischen
Koordinatensystem

2.2.1 Punkt und Koordinaten

Die Lage eines Punktes im Raum wird durch drei Koordinaten beschrieben, die beziiglich
eines Koordinatensystems definiert sind. Meistens wird dafiir ein kartesisches Koordinaten-
system zu Grunde gelegt. Die Koordinatenachsen x, y, z sind gerichtete Geraden, die senk-
recht aufeinander stehen, und die gleiche Skalierung aufweisen. Die drei Achsen bilden ein
Rechtssystem. Dies bedeutet, bewegt man die rechte Handfldche von der x- zur y-Achse, so
zeigt der Daumen in Richtung z-Achse. Die Koordinaten eines Punktes sind definiert als die
Wegléngen p,, p,, p, auf Geraden, parallel zu den Koordinatenachsen (Bild 2.2). Man schreibt

P(p,p,p)-
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Bild 2.3 Darstellung eines Punktes in einem Zylinder-
koordinatensystem

Zur Beschreibung von Punkten kénnen auch andere Koordinatensysteme verwendet wer-
den. So werden in einem Zylinderkoordinatensystem als Koordinaten der Winkel ¢, der
radiale Abstand r und der Abstand von der Grundfliche z verwendet (Bild 2.3).

2.2.2 Vektoren

Zwei Punkte in der Ebene oder im Raum, die in einer bestimmten Richtung durchlaufen
werden, definieren einen Vektor. Jeder Vektor v hat eine Linge ||, die seinem Betrag ent-

spricht, und eine Richtung. Zwei Vektoren werden als gleich aufgefasst, wenn sie gleichen
Betrag und gleiche Richtung haben. Der gleiche Ort ist nicht erforderlich. Solche Vektoren
werden als freie Vektoren bezeichnet. Sind Vektoren an einen festen Ort gebunden, z.B. den
Ursprung des Koordinatensystems, so heiflen sie Ortsvektoren.

Wichtig ist, dass man Vektoren numerisch darstellen und somit berechnen kann. Dies wird
ausfithrlich in Abschnitt 2.4.1 behandelt. Vorab jedoch sei gesagt, dass jeder Vektor v als
Linearkombination beziiglich der n Vektoren ¢,---¢, einer Vektorbasis B dargestellt werden
kann. Die Koeffizienten der Linearkombination werden als die Komponenten v,, ... v, von v
bezeichnet.

2.2.3 Gerade in Ebene und Raum

Geraden werden analytisch durch lineare Gleichungen dargestellt, die einen eindimensiona-
len Losungsraum (Abschnitt 2.4.2) haben. Ein beliebiger Punkt auf einer Geraden wird somit
durch nur eine Zahl eindeutig definiert, er hat nur einen Freiheitsgrad. Die Tabellen 2.1 und
2.2 zeigen die verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten. Explizite und implizite Darstellung
sind unterschiedliche Schreibweisen fiir Funktionsgleichungen. Da eine Gerade nur eine
unabhingige Verdanderliche haben kann, kénnen mit einer einzigen expliziten oder implizi-
ten Gleichung nur Geraden in der Ebene dargestellt werden. Eine Gleichung mit zwei unab-
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hingigen Verdnderlichen hat einen zweidimensionalen Losungsraum und beschreibt damit
eine Ebene im Raum.

Hinweis - Freiheitsgrad

Freiheitsgrade sind Parameter eines Elements oder Systems. Alle Parameter zusammen
bestimmen dessen Zustand eindeutig. Jeder Freiheitsgrad kann unabhingig von allen
anderen verandert werden. Beispielsweise hat ein Punkt in der Ebene zwei Freiheitsgrade,
im Raum jedoch drei. Fiir nicht punktférmige Elemente ergeben sich weitere Freiheits-
grade beziiglich moglicher Drehungen. So besitzt eine allgemeine geometrische Figur in
der Ebene einen weiteren Freiheitsgrad. Ein allgemeiner Korper im Raum weist drei wei-
tere Freiheitsgrade auf.

Tabelle 2.1 Mathematische Darstellung einer Geraden in der Ebene

Darstellungsart Mathematischer Ausdruck

explizite Darstellung: y=mx+c=f(x); fR->R; meceR
implizite Darstellung: F(x,y)=mx—y+c=0
Vektordarstellung: X=d+tu; teR
Komponentendarstellung: X =a;ttuy, X, =a,+tu,
Hesse-Normalenform: mx+n, y+n,=0

Fiir den Normalenvektor gilt:

ﬁ:["l} Jii|=1
)

Fiir einen beliebigen Punkt P (p,, p,) in der Ebene erhilt man den
senkrechten Abstand d von der Geraden:

mpetmp,+ny=d

Tabelle 2.2 Mathematische Darstellung einer Geraden im Raum

Darstellungsart Mathematischer Ausdruck
Vektordarstellung; X=d+ti; teR
Komponentendarstellung: Xy =ayttuy, x,=a,+tu,, Xx3=az+tu,

Die Vektordarstellung ist eine lineare Gleichung mit Vektoren, dem Hinfithrungsvektor a,
dem Richtungsvektor i und dem Ergebnisvektor X. Bei komponentenweiser Schreibweise
erhilt man die Komponentendarstellung. Eine besondere Darstellung fir Geraden in der
Ebene ist die Hesse-Normalenform. Setzt man fiir die Verdnderlichen die Koordinaten eines
nicht auf der Geraden liegenden Punktes P ein, so erhilt man dessen vorzeichenbehafteten
Abstandswert d. Ein positiver Wert von d bedeutet, dass P in der durch die Gerade abge-
trennten Halbebene liegt, in die auch der Normalenvektor 7 zeigt. Beispiel 2.2 verdeutlicht
die Anwendung.
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Beispiel 2.2 Hesse-Normalenform

Gegeben sind die Punkte P, (1,0) und P, (-1,2), deren Abstinde d, und d, von der Geraden g
berechnet werden sollen. Dies ist in Bild 2.4 dargestellt. Die Gerade g ist gegeben durch:

Explizite Darstellung:  y=f(x)=x+1
Implizite Darstellung: x—y+1=0
1

11 |2

=d; miti=

NRAING1 -1

V2

Hesse-Normalenform: _L_ x—

Man erhilt d,=+2 und d,=—/2.
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7 » T > Bild 2.4 Punkte P, P, mit den Abstandend,, d,

1 1 * zur Geraden g

2.2.4 Schnittpunkt zweier Geraden

Um den Schnittpunkt zweier Geraden in der Ebene zu berechnen, werden die beiden Gera-
dengleichungen kombiniert, entweder durch Gleichsetzen oder durch Addition. Drei ver-
schiedene Losungsfille konnen auftreten:

* eine Losung - die Geraden schneiden sich,

* keine Losung - die Geraden sind parallel,

* unendlich viele Lésungen - die Geraden sind gleich.

Werden die Vektorgleichungen zweier Geraden im Raum g, g, gleichgesetzt, ergibt sich ein
tiberbestimmtes Gleichungssystem beziiglich der Geradenparameter ¢, und ¢,. Der Grund ist,
dass sich Raumgeraden in der Regel nicht schneiden. Definiert man eine dritte Gerade g, so,
dass die beiden Geraden g, g, von dieser rechtwinklig geschnitten werden, erhilt man ein
eindeutig losbares Gleichungssystem mit drei Komponentengleichungen und den drei Gera-
denparametern ¢, t, t, als Unbekannte.

g X=d+ti; g, fczl;-i-tzf/'; g3 X=C+1;3w
Der Hinfiithrungsvektor ¢ ergibt sich durch den Schnittpunkt von g, und g,.

C=a+tu.
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Der Richtungsvektor w steht senkrecht auf  und v . Nun werden die Gleichungen von g,
und g, gleichgesetzt.

b+t =C+13w
Ersetzt man ¢ und w, so erhilt man
b+t,i=d+tii+t(ixv); [i —v x|y, t, t,] =b-a
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fir drei Unbekannte. Das Losungsverfahren wird in
Abschnitt 2.4.2 behandelt.
2.2.5 EbeneimRaum

Eine Ebene wird durch eine lineare Gleichung mit zwei unabhingigen Veranderlichen darge-
stellt. Die Tabelle zeigt die verschiedenen Moglichkeiten der Darstellung, analog zu denen
von Geraden in der Ebene.

Tabelle 2.3 Mathematische Darstellung einer Ebene im Raum

Darstellungsart Mathematischer Ausdruck

explizite Darstellung: z=mx +ly+c — f(x,)/); f SR R, mlceR
implizite Darstellung: F(x,y,2)=mx+ly—z+c=0;

Vektordarstellung: X=d+tii+t,v; t,5,€R

Komponentendarstellung: X =a +tu +tv,

Xy =a, +ttu, +t,v,,

Xy =a;+tu;+t,v;5

Hesse-Normalenform: mx+n, y+nyz+n,=0,

Fiir den Normalenvektor gilt:

Fiir einen beliebigen Punkt P (p,, p,, p,) im Raum erhélt man den
senkrechten Abstand d von der Ebene:
oy +I’12 py +713 P +n() =d

2.2.6 Schnittgerade zweier Ebenen

Um die Schnittgerade zweier Ebenen zu berechnen, werden deren Gleichungen gleichgesetzt
oder addiert. Drei verschiedene Losungsfille beziiglich der Schnittgerade kénnen auftreten.
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* eine Losung - die Ebenen schneiden sich,
* keine Losung - die Ebenen sind parallel,

* unendlich viele Losungen - die Ebenen sind gleich.

Beispiel 2.3 zeigt die Vorgehensweise bei Vektordarstellung und impliziter Darstellung von
Ebenen.

Beispiel 2.3 Berechnung der Schnittgerade zweier Ebenen

a) Vektordarstellung:
1 0 0 0 1 0
E:X=|0|+t|1|+,|0; E;: X=|0|+t5| 0 |+1,] 1
0 0 1 2 0 0

Durch Gleichsetzen der Ebenengleichungen erhilt man: ¢, =¢,; t,=2; t;=1.

Durch Einsetzen dieser Losung in E, (oder in E,) ergibt sich die Gleichung der Schnittgeraden

zu
1 0
g x=[0|+f|1
2 0

b) Implizite Darstellung:

E:1x+0y+0z-1=0
E: Ox+0y+1z-2=0

Die beiden Gleichungen stellen ein unterbestimmtes Gleichungssystem fiir drei Unbekannte
dar. Das Losungsverfahren wird in Abschnitt 2.4.2 behandelt.

23 Trigonometrische Funktionen

2.3.1 Gradmaf, BogenmaB, Einheitskreis

Neben dem Gradmaf3 wird hiufig das Bogenmafd benutzt. Dessen Wert entspricht der Lange
des zu einem bestimmten Winkel gehérigen Bogens eines Einheitskreises (Radius r=1). Fiir
die Umrechnung von Gradmaf$ ¢, nach Bogenmafd ¢, gilt deshalb:

T
o, =0, @
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Die trigonometrischen Funktionen kénnen in einem Einheitskreis mit den vier Quadranten
I - IV definiert werden, dargestellt in Bild 2.5. Es gilt:
sina. _ AB 1 OA

sin(a)=AB; cos(a)=0A; tan(o)= =—1j cot(a)= =
(o) (o) (o) coso. OA (a) tan(at) AB

Die Werte der trigonometrischen Funktionen fiir die Winkel 0°, 30°, 45°, 60°, 90° betragen:

sin: 0, l ﬁ ﬁ 1; cos: 1, ﬁ ﬁ l 0; tan: O, L 1, \/5 0
20 2 27 272 V3
1I A I
/- m
B/ p
a

cCoSax

Bild 2.5 Definition der trigonometrischen Funktionen
111 v im Einheitskreis

2.3.2 Inverse trigonometrische Funktionen

In der Praxis mussen sehr haufig Winkel in Abhingigkeit von Punkten, Vektoren, Strecken
oder Geraden berechnet werden. Dazu werden die inversen trigonometrischen Funktionen
benotigt.

Fiir die inverse Tangensfunktion atan(m) gilt:
a=atan(m); atan:R —)(%n,g)

Eine beliebige Steigung m einer Geraden wird so auf einen Wertebereich von nur 180° abge-
bildet. Dies entspricht 7 im Bogenmaf3.

Wiinschenswert ist jedoch ein Wertebereich von insgesamt 360° oder 2 im Bogenmaf3. Ein
Blick auf Bild 2.5 zeigt, dass es zu einer gegebenen Steigung m einer Geraden zwei Winkel o
und o’ gibt, die sich um 180° unterscheiden. Die Zuordnung der Steigung einer Geraden
zum dazugehorigen Winkel wird eindeutig, wenn zusitzlich der Quadrant bezeichnet wird,
in dem der freie Schenkel des Winkels liegt. Dies wird dadurch erreicht, dass die Steigung
nicht durch eine skalare Grofle m, sondern indirekt durch die Koordinaten x, y eines Punk-
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tes P definiert wird. Dadurch werden der Quadrant und der zugeordnete Winkel eindeutig
beschrieben. Fiir die so erweiterte inverse Tangensfunktion atan2(y,x) gilt:

o=atan2(y,x); atan2:R* >[-7, 71|

Fiir die Anwendung des Kosinussatzes im nidchsten Abschnitt wird noch die inverse Kosi-
nusfunktion benétigt. Es gilt:

a=acos(l); acos:[-1,1]—[0,7]

2.3.3  Winkel in einem allgemeinen Dreieck, Kosinussatz

Fiir die Berechnung von Winkeln in einem allgemeinen Dreieck eignet sich besonders gut

der Kosinussatz.
5; =55 +5; — 25,5, COS @, (2.1)

Der Winkel ¢, ist der Gegenwinkel zur Seite s,. Die Formel fiir die beiden anderen Seiten ist
entsprechend.

Fiir ¢,=90° erhélt man den Lehrsatz des Pythagoras mit s, als Hypotenuse.

Ist ¢,=180°, so ergibt sich mit Hilfe der 1. binomischen Formel' die Aussage, dass die Strecke
s, die Summe von s, und s, ist.

2_2,2 _ 2
sy =55 +55 25,5, =(5,+55)7; 5, =5,+5;

24 Lineare Algebra

Die lineare Algebra’ beschiftigt sich mit Vektoren, Matrizen und linearen Abbildungen. Sie
hat eine grofle Bedeutung fiir die Berechnung geometrischer Objekte.

2.4.1 Vektoren und Matrizen

Vektorraum

Ein Vektorraum V ist eine Menge von Vektoren iiber den reellen Zahlen R mit den beiden
algebraischen Operationen:

Die drei binomischen Formeln lauten: (a+b)’=a’+2ab+b’; (a-b)’=a’-2ab+b’; (a+b)(a-b)=a’-b’
Andere Bezeichnungen sind Vektoralgebra oder lineare Geometrie





