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1 Einleitung

Die auf Blaschke zuriickgehende Integralgeometrie behandelt geometrische Objekte,
die der Operation einer Gruppe unterworfen werden, und beziiglich invarianter Mafle
erklarte Mittelwerte von geometrisch definierten Funktionalen. Diese Charakterisie-
rung des Gegenstandes der Integralgeometrie stammt von Hadwiger, der im sechsten
Kapitel seines Buches [13] einen eleganten Zugang zu den klassischen Resultaten
dieser Disziplin wiedergegeben hat. Weitere bekannte und einfluireiche Biicher zum
Thema gibt es u.a. von Blaschke [5] und Santalé [27, 30]. Eine Einfithrung in ver-
schiedene Aspekte der Integralgeometrie geben auch Schneider & Weil [42], allgemei-
nere Resultate und weiterfithrende Hinweise findet man in Schneider [39], Abschnitt
4.5. Es sollte jedoch betont werden, dafl sich die beiden letztgenannten Quellen in
mehrfacher Hinsicht von den &lteren Monographien iiber Integralgeometrie unter-
scheiden. Bei Schneider und Weil bilden konvexe Kérper und endliche Vereinigungen
von solchen den Gegenstand der Betrachtung, ferner werden elementare Sétze aus
der Theorie invarianter Mafle auf lokalkompakten homogenen Réumen verwendet.
Der Zugang dieser Autoren kommt daher ohne differentialgeometrische Hilfsmittel,
wie etwa Differentialformen, aus. Ein weiterer wesentlicher Unterschied besteht darin,
daB bei Schneider und Weil , lokalisierte Funktionale untersucht werden; insbeson-
dere finden die Kriimmungsmafle von Federer und die aus der Theorie der gemischten
Volumina bekannten Oberflichenmafie Anwendung.

Gegenstand dieser Arbeit ist die Integralgeometrie konvexer Korper im sphéri-
schen Raum. Es war unser Ziel zu untersuchen, inwieweit der in [42] und [39] dar-
gestellte Zugang zur Integralgeometrie euklidisch konvexer Korper, der also mit kon-
vexgeometrischen und mafitheoretischen Hilfsmitteln auskommt und der zu lokalen
Versionen der integralgeometrischen Formeln fithrt, auch im sphérischen Raum ver-
folgt werden kann. Es zeigte sich, dafl dies in der Tat in sehr weitgehendem Maf
moglich ist. Zum Teil konnten vom euklidischen Fall her bekannte Argumente und
Beweisverfahren mutatis mutandis auch im sphérischen Raum angewendet werden.
Da der zugrundeliegende sphérische Raum S™ und seine Bewegungsgruppe SO,,1
im Gegensatz zum euklidischen Fall keine Produktstruktur aufweisen, mufiten aber
auch oft neue Ideen entwickelt werden, um Entsprechungen zu bekannten Resulta-
ten der euklidischen Integralgeometrie beweisen zu konnen. In einigen Féllen ist es
moglich, diese abgewandelten Beweismethoden umgekehrt wiederum im euklidischen
Fall anzuwenden. Uberraschend haben sich dabei auch Resultate ergeben, die offen-
bar neu sind und die bekannte integralgeometrische Formeln in substantieller Hinsicht
verallgemeinern.

Ein wesentlicher Unterschied zur euklidischen Theorie beruht auf der Kompakt-
heit der Rdume S™ und SO, ; und der Existenz der sphérischen Polarenabbildung.
Es ist infolgedessen moglich, von kinematischen Formeln, die den Schnitt eines ruhen-
den und eines bewegten konvexen Koérpers betreffen, durch ,,Dualisieren* zu Formeln
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EINLEITUNG 6

fiir die sphéarisch konvexe Hiille zweier Korper iiberzugehen. Solche kinematischen
Formeln haben im euklidischen Raum keine Entsprechung; insoweit weist also die
sphéarische Integralgeometrie eine groflere Geschlossenheit auf als die euklidische. An
anderer Stelle hingegen macht sich stérend bemerkbar, dafl duflere Parallelkorper
spharisch konvexer Korper auch fiir kleine Abstandsparameter nicht sphéarisch konvex
zu sein brauchen. So mufften wir bei der Formulierung von Ergebnissen iiber Distanz-
integrale fordern, dafl ein Parallelkorper einer der beteiligten konvexen Korper noch
konvex ist. Im sphérischen Raum ist dies eine stark einschrénkende Voraussetzung,
die dagegen im euklidischen Raum stets erfiillt ist.

Wir geben nun einen kurzen Uberblick iiber die in dieser Arbeit behandelten Er-
gebnisse. Kapitel 2 hat vorbereitenden Charakter: Es werden einige Hilfssdtze iiber
sphéarisch konvexe Korper und iiber additive Abbildungen bereitgestellt. In Kapi-
tel 3 werden die auf der Menge aller Stiitzelemente konzentrierten verallgemeinerten
Kriimmungsmafle sphérisch konvexer Korper, in dieser Arbeit auch Stiitzmafle ge-
nannt, als Koeffizienten in einer Steiner-Formel fiir das lokale Parallelvolumen defi-
niert. Dieses Parallelvolumen wird im Fall sphérischer Polytope in expliziter Weise
berechnet; die Stiitzmafle beliebiger sphérisch konvexer Kérper konnen dann durch
Approximation erkldrt werden. Durch Spezialisierung der Stiitzmafle werden die auf
dem Korper konzentrierten Kriimmungsmafle, die inneren Volumina und gewisse vek-
torwertige Funktionale, die wir Kriimmungsvektoren nennen, definiert. Fiir die letzt-
genannten Funktionale ermitteln wir in Verallgemeinerung von Resultaten von Ar-
nold [3] das Verhalten beim Ubergang zu Parallelkérpern. In Kapitel 4 stehen die
im Hinblick auf integralgeometrische Formeln wichtigen Eigenschaften der Stiitzma-
Be, der Kriimmungsmafle und der inneren Volumina im Vordergrund. Wir gehen auf
Charakterisierungssétze fiir Linearkombinationen der Stiitz- und Kriimmungsmafle
ein und geben einen durch eine Idee von McMullen [20] angeregten Beweis fiir die
Gauf-Bonnet-Formel sphéarisch konvexer Korper, die die Euler-Charakteristik durch
die inneren Volumina ausdriickt.

Den inhaltlichen Kern der Arbeit stellen die Kapitel 5 bis 7 dar. Das Hauptergeb-
nis von Kapitel 5 ist die kinematische Hauptformel in einer Version fiir Kriitmmungs-
mafe von endlichen Vereinigungen sphérisch konvexer Korper. Als Folgerungen erhal-
ten wir u.a. die Formel fiir das Mafl der Menge aller Drehungen, die einen bewegten
sphéarisch konvexen Korper in eine Trefflage zu einem festen Korper bringen, sowie
globale Formeln im Zusammenhang mit der sphérisch konvexen Hiille eines festen und
eines bewegten Korpers und globale Projektionsformeln. Weiter wird eine Verallge-
meinerung der kinematischen Hauptformel behandelt, bei der das Kriimmungsmafl
im Integranden ersetzt wird durch ein Element aus einer umfassenderen Menge von
Funktionalen. Verallgemeinerungen in anderer Hinsicht bringt Kapitel 6: Hier wer-
den kinematische Formeln fiir Stiitzmafle im Zusammenhang mit Schnitten, sphérisch



EINLEITUNG 7

konvexen Hiillen und Projektionen hergeleitet. Diese Ergebnisse stellen Verallgemei-
nerungen der entsprechenden Formeln aus Kapitel 5 dar. Die Beweise sind aufwen-
diger; sie verwenden wesentlich ein tieferliegendes Resultat von Schneider [35] tiber
die Randstruktur euklidisch konvexer Korper. Als Folgerung aus einem Spezialfall
der in dieser Weise verallgemeinerten kinematischen Hauptformel ergibt sich eine an-
schauliche geometrische Interpretation der Stiitzmafle sphérisch konvexer Kérper. In
Kapitel 7 schlieBllich werden Ergebnisse iiber Distanzintegrale behandelt. Unter ge-
wissen Einschrédnkungen erlauben diese Resultate eine Interpretation der Stiitzmafle
mit Hilfe von beriihrenden niederdimensionalen Untersphéren.

Kapitel 8 behandelt Anwendungen der in den Kapiteln 5 und 6 entwickelten Be-
weisverfahren in der euklidischen Integralgeometrie. Es wird ein einfacher Beweis
fiir die , abstrakte® lokale kinematische Formel von Schneider [40] gegeben; die auf-
wendigeren Methoden zur Charakterisierung von Quermaflintegralen werden dabei
nicht verwendet. Weiter werden unter gewissen Einschriankungen Versionen der kine-
matischen Hauptformel fiir Stiitzmafle bewiesen; solche Versionen sind bisher in der
Literatur offenbar nicht behandelt worden. Die erwdhnten Einschrankungen stehen in
Zusammenhang mit einer gewissen Aussage iiber das Randverhalten konvexer Korper,
die nur in Spezialfiallen bewiesen werden konnte, deren allgemeine Giiltigkeit wir je-
doch vermuten. Fiir Stiitzmafie von Mengen des Konvexrings konnten wir allgemein
eine Version der Crofton-Formel zeigen, die in einem Spezialfall eine neue integral-
geometrische Interpretation der Stiitzmafle konvexer Korper, insbesondere also auch
der Oberflichenmafle, ergibt.

Herrn Prof. Dr. Rolf Schneider méchte ich danken fiir die wertvollen Anregungen,
die ich von ihm zu dem in dieser Dissertation behandelten Themenkreis erhalten
habe.



2 Bezeichnungen und Vorbemerkungen

In diesem Kapitel legen wir Bezeichnungen fest, weisen auf einige bekannte Tatsachen
im Zusammenhang mit sphérisch konvexen Koérpern hin und zeigen einige einfache,
aber fiir Spéateres wichtige Hilfsaussagen. Die hier vereinbarten Bezeichnungen sind
giiltig fiir die Kapitel 3 bis 7. In Kapitel 8, wo Ergebnisse der euklidischen Integral-
geometrie behandelt werden, wird die dort verwendete Notation neu festgelegt.

Wie iiblich sei R™"! der reelle Vektorraum aller (n + 1)-Tupel reeller Zahlen,
versehen mit dem euklidischen Skalarprodukt (-,-) und der induzierten Norm || - ||.
Auf der Sphire S™ := {z € R""! : ||z|| = 1} wird die sphdrische Metrik d durch
d(z,y) := arccos(z,y) gegeben. Wegen ||z — y| = (2 — 2cosd(x, y))'/? fiir z,y € S"
induziert d auf S™ die vom umgebenden Raum herrithrende Spurtopologie.

Mit lin A, pos A, conv A sei die lineare, positive bzw. konvexe Hiille einer Menge
A C R™! bezeichnet. Wie iiblich sei lin ) = pos @) := {0}, wobei o der Nullvektor
in R ist. Mit KC(R™™!) bezeichnen wir die Menge aller konvexen Koérper (d.h. aller
kompakten, konvexen Mengen) in R"™!,

Ist X ein topologischer Raum, so sei B(X) die Borelsche o-Algebra auf X. Eine
reelle Funktion auf X nennen wir kurz mefibar, wenn sie Borel-mefibar ist. Fiir eine
Teilmenge A C X sei cl A, bd A, int A der Abschluf}; der Rand bzw. das Innere
von A. Teilmengen topologischer Rdume werden stets mit der Unterraumtopologie,
Produkte mit der Produkttopologie versehen.

Fiir € {0,...,n+1} sei A" das i-dimensionale (iuBere) Hausdorff-Maf} auf R,
Die Einschrinkung von A" auf B(R™*!) stimmt mit dem Lebesgue-Mafi auf R,
und die Einschrankung von A™ auf B(S™) stimmt mit dem sphérischen Lebesgue-Maf
auf S™ iiberein. Wir definieren noch k,;; := A" (B"!), wobei B"*! := {z € R""!:
||| <1} die Einheitskugel in R™*! ist, und 8, := A\*(S"), also

o (nt1)/2

2

ﬁn = (n + 1)/171—&—1 =

Die Gruppe SO, aller eigentlichen Drehungen in R™*! sei mit der iiblichen Topo-
logie versehen. Das invariante Wahrscheinlichkeitsmaf auf B(SO,,;1) bezeichnen wir
mit v.

Wir stellen nun einige grundlegende Definitionen, Bezeichnungsweisen und Aussa-
gen in Verbindung mit sphérisch konvexen Korpern zusammen. Ein konvexer Kegel in
R ist eine nichtleere, beziiglich Vektoraddition und Multiplikation mit nichtnegati-
ven reellen Zahlen abgeschlossene Teilmenge von R™. Ein sphdrisch konvexer Kdrper
ist nun definitionsgeméfl der Durchschnitt eines abgeschlossenen konvexen Kegels mit
S™; das Symbol K bezeichne die Menge aller sphérisch konvexen Korper. Wenn keine
Verwechslungsgefahr mit konvexen Korpern im euklidischen Raum besteht, werden
wir die Elemente von K oft einfach auch konvexe Kérper nennen. Enthélt ein sphérisch
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konvexer Korper kein antipodisches Punktepaar, so ist er in einer offenen Halbsphére
enthalten; in diesem Fall bezeichnen wir ihn auch als eigentlich konvex;, Ky sei die
Menge aller eigentlich konvexen Koérper in S™. Es sei bd K und int K der Rand bzw.
das Innere eines konvexen Korpers K € I relativ zu S™; mit relint K sei das Innere
von K in bezug auf S™ Nlin K bezeichnet. Mit dim K bezeichnen wir die Dimension
eines konvexen Korpers K € K, also dim K := (dimlin K) — 1. Sind K, K’ € K, so
ist KV K':=S"Npos (KUK') die spharisch konveze Hiille von K und K'.

Eine alternative Beschreibung sphérisch konvexer Korper ist mit Hilfe sphéri-
scher Strecken moglich: Sind z,y € S™ Punkte mit d(z,y) < =, so sei [z,y] =
S™ N pos {z,y} die abgeschlossene sphirische Strecke, die x und y verbindet. Eine
abgeschlossene Teilmenge von S™ ist nun genau dann ein konvexer Korper, wenn zu
je zwei Punkten z,y € K mit d(z,y) < 7 die Inklusion [z,y] C K besteht.

Nach Definition sind in K auch die Untersphdiren, d.h. die Schnitte linearer
Unterrdume von R™! mit S”, enthalten; wir bezeichnen mit S die Menge al-
ler Untersphéren von S™ (einschlieflich der leeren Menge und ganz S™), und fiir
g€ {—-1,...,n} sei S, die Menge aller ¢-Untersphéren, also die Menge aller L N S"
mit (g + 1)-dimensionalen linearen Unterrdumen L von R™*'. Wird S € S, beliebig
gewdhlt, so trégt S, die Finaltopologie bez. der Abbildung SO, 11 — S&;, p — pS.
Unter der Operation der Gruppe SO, 1; wird S, zu einem homogenen Raum, und
das Bildma$ v, des Mafles v unter der eben genannten Abbildung definiert das auf 1
normierte Haarsche Mafl von S,.

Ist K € K, so sei

K :={xeS": (z,y) <Ofuralley € K}

der Polarkérper von K. Er ist wiederum ein konvexer Korper, es gilt (K*)* = K,
fir K, K' €e Kist (KVK')*=K*NK"* und (KN K')" = K*v K", und es gilt
K UK' € K genau dann, wenn K* U K" € K ist (dies folgt sofort aus den entspre-
chenden Eigenschaften konvexer Kegel, s. etwa Schneider [39], S. 34). Ist S € S eine
Untersphére, so gilt S* = S"N (lin S)*, wobei (lin S)* das orthogonale Komplement
des linearen Unterraums lin S ist. Setzen wir fiir K € K\{(0} und = € S™ abkiirzend
d(K,z) := min{d(z,y) : y € K} und aus formalen Griinden noch d(0),z) := 7/2, so
konnen wir auch K* = {x € 8" : d(K,z) > m/2} schreiben. Fiir K € IC und € > 0 sei

Ko:={xeS":d(K,z) <€}
der Parallelkérper von K zum Abstand e. Durch
O(K,K'):==min{e >0: K C K und K' C K.}

wird die Hausdorff-Metrik § auf IC definiert. Alle topologischen Begriffe in I beziehen
sich von nun an auf die von d erzeugte Topologie. Die oben erklérte Topologie auf S,
stimmt mit der Unterraumtopologie von &, als Teilmenge von K iiberein.
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Ist B € K eine sphirische Kugel mit Radius p, 0 < p < 7/2, so enthélt ihr Rand
keine sphérische Strecke. Fiir K € K und x € S™ mit 0 < d(K,z) < 7/2 haben
daher K und B(z,d(K,x)) genau einen Punkt gemeinsam. Diesen Punkt bezeichnen
wir mit p(K, z) und nennen ihn die metrische Projektion von x in K. Ist zusétzlich
x ¢ K, so nennen wir u(K,x) := p(K*, x) den nach x weisenden Normalenvektor
von K. Es gilt d(p(K,x),u(K,x)) = /2 und = € [p(K,x),u(K,x)], wie man aus
dem nachfolgenden Hilfssatz folgern kann. Es wird im Beweis die auch spéter noch
gebrauchte Notation

H,:={xeS":(z,u)y=0}, H,:={xeS":(r,u) <0} (ue S")

verwendet; wir sprechen von der (n — 1)-Sphdre bzw. der Halbsphdre mit Normalen-
vektor w.

Hilfssatz 2.1. Es sei K € K. Dann gilt
d(K,z)+d(K*,x) =7m/2
fir alle x € S™\(K U K*).

Beweis: Es gilt einerseits
7/2 < d(p(K.2),p(K*,2)) < d(p(K,2),2) + d(p(K",2),) = d(K,z) + d(K",2)

nach der Dreiecksungleichung fiir die sphérische Metrik. Um andererseits d(K, x) +
d(K*,z) < m/2 zu zeigen, wéhlen wir u € S Nlin {z, p(K, z)} mit p(K,z) € H, und
x ¢ H_. Wir behaupten v € K*. Gilt dies nicht, so existiert ein y € K\H, , und
es gibt einen Punkt z € relint [y, p(K, z)], der kleinsten sphérischen Abstand zu x
besitzt. Es gilt d(z,x) < d(p(K, ), x), und wegen z € K ergibt sich ein Widerspruch
zur Definition von p(K,z). Wegen d(p(K,z),u) = 7/2, x € [p(K,x),u] und v € K*
gilt
/2 =d(p(K,x),x) +d(z,u) > d(K,z) + d(K*, x),

und es folgt die Behauptung. [ ]
Hilfssatz 2.2. Sind K, K' € K mit 0(K,K") < w/2, so gilt
S(K,K') = 6(K* K").
Beweis: Es seien K, K' € K mit a := 6(K,K’') < 7/2 gegeben. Wir kénnen
K,K' ¢ {0,S"} annehmen. Es sei 2 € S™ mit d(K,z) < 7/2 — . Wegen K C K,

existiert ein y € K/ mit d(y,x) < 7/2 — «, und es gibt ein z € K’ mit d(z,y) < a.
Es folgt d(K’,z) < m/2. Damit ist

{x e S":d(K',x) >r/2} C{z e S":d(K,z) >7/2—a}.
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Die Menge links ist gleich K’*, und die Menge rechts ist gleich (K*), nach Hilfssatz
2.1. Es gilt also K™ C (K*),, und vollig analog ist K* C (K"),. Es folgt §( K™, K™*) <
I(K, K') < m/2. Wendet man dieselbe Argumentation auf die Kérper K*, K™ an, so
erhilt man 0(K, K') = o((K*)*, (K™)*) < §(K*, K™*) < (K, K'), also §(K,K') =
S(K*, K™). -

Auch zwei fiir unsere weiteren Untersuchungen wichtige Stetigkeitsaussagen for-
mulieren wir als Hilfssatz. Zuvor aber noch eine Schreibweise: Ist K € K ein sphérisch
konvexer Korper, so definieren wir durch

K := conv (K U {o})
einen euklidisch konvexen Korper K € K(R™!). Die Menge der konvexen Korper in
R"*! denken wir uns mit der gewohnlichen Hausdorff-Metrik versehen.

Hilfssatz 2.3. Die Abbildungen
K—K, K- K",

und o o
K- {KcKR"":KeKk}, K—K,

sind Homdomorphismen.

Beweis: Die Bijektivitat der erstgenannten Abbildung ist klar, und ihre Stetigkeit
und die ihrer Inversen folgt aus Hilfssatz 2.2.

Auch die Bijektivitéit der zweiten Abbildung ist trivial. Die gew6hnliche Hausdorff-
Metrik fiir konvexe Kérper in R**! bezeichnen wir fiir den Moment mit §. Fiir K, K’ €
K gilt 6(K, K') < 7/2 genau dann, wenn 6(K,K’) < 1 ist, und in diesem Fall gilt

§(K,K') =siné(K, K'). Daraus folgt die gewiinschte Aussage. n

Aufgrund von Hilfssatz 2.3 lassen sich bekannte Aussagen vom Raum der konvexen
Koérper in R auf K iibertragen. So folgt z.B. aus dem Auswahlsatz von Blasch-
ke die Kompaktheit des metrischen Raumes K. Eine weitere wichtige Folgerung ist
die Stetigkeit des Volumenfunktionals auf IC. Das Volumen V,,(K) eines sphérisch
konvexen Korpers K € K definieren wir durch V,,(K) := N'(K)/fB,, und wegen
Vi(K) = A"Y(K) /K41 folgt die Stetigkeit von Vj, : K — R aus der bekannten Ste-
tigkeit des Volumenfunktionals fiir konvexe Kérper im euklidischen Raum. Wir fassen
vier fiir uns wichtige Stetigkeitsaussagen in dem folgenden Hilfssatz zusammen.

Hilfssatz 2.4. Die Abbildungen
V., : K—=R,
d K xS"— R,
p  {(K,x) e Kx S":d(K,z) <m/2} = S",
u {(K,z) e x S":0<d(K,z) <m/2} - 5"
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sind stetig.

Beweis: Die Stetigkeit des Volumenfunktionals haben wir eben schon aus Hilfs-
satz 2.3 gefolgert. Aus der Dreiecksungleichung fiir die sphérische Metrik und der
Definition des Hausdorff-Abstandes in K folgt in einfacher Weise die Stetigkeit der
obigen Abbildung d. Die Stetigkeit von p ergibt sich leicht aus der Tatsache, dafl
die metrische Projektion eindeutig bestimmt ist, und die Stetigkeit von u folgt nun
durch Anwendung von Hilfssatz 2.3. [

Ein polyedrischer konvexer Kegel ist der Durchschnitt von endlich vielen abge-
schlossenen Halbraumen in R"*!, in deren Rand jeweils der Nullpunkt enthalten ist.
Ist C' = pos {x1,...,7,} mit gewissen 1, ...,2,, € R"™ so ist C ein polyedrischer
konvexer Kegel. Die Menge P der sphdrisch konvezen Polytope ist definitionsgeméfl
die Menge aller Schnitte polyedrischer konvexer Kegel mit der Sphéare S™.

Grundlegend fiir viele Schluweisen im weiteren Verlauf ist die Approximierbar-
keit sphérisch konvexer Korper durch sphérische Polytope. Aus dem nachfolgenden
Hilfssatz folgt insbesondere, dafl P dicht liegt in K.

Hilfssatz 2.5. Zu jedem € > 0 und jedem K € K\S existieren Py, P, € P\S mit
P CKCPundd(K,P) <e 0(K,P) <e.

Beweis: Wir konnen € < m/2 annehmen. Die offenen sphérischen Kugeln mit
Zentren in K und Radius € iiberdecken den Kérper K, und wegen der Kompaktheit
von K geniigt schon eine endliche Menge &£ solcher Kugeln, um K zu iiberdecken.
Definieren wir P; als die sphérisch konvexe Hiille der Mittelpunkte der Kugeln aus
E,sogilt P e P, P, C Kund 0(K,P,) <e. Wire P, € S, so existierte wegen K ¢ S
ein z € K\P;, und es wire /2 = §(P, V {z}, P;) < (K, P;) < ¢, im Widerspruch
zu € < w/2. Um P, zu definieren, wihlen wir wie eben P € P\S mit P C K* und
S(K*, P) <eMit P, := P*giltdann P, € P\S, K C Pund 6(K, P) = 6(K*, P) < e
nach Hilfssatz 2.2. |

Ist K € K ein konvexer Korper und C' := pos K der erzeugte konvexe Kegel, so
sei F;(K), i € {—1,...,n}, die Menge der i-Seiten von K, also die Menge aller F'N.S™
mit (i + 1)-Seiten F' des Kegels C. Wir setzen noch F(K) := U, F;(K). Es gilt

K= U relint F',
FeF(K)

wobei hier eine disjunkte Vereinigung steht (vgl. dazu etwa Schneider [39], Theorem
2.1.2). Eine Seite F' € F;(K) mit i = dim K — 1 nennen wir auch Facette von K.
Ist K € K und x € S™, so sei

N(K,z)={ye K*: (z,y) =0}
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die Menge der duferen Normalenvektoren von K im Punkt x. Es gilt N(K,z) # ()
genau dann, wenn = € bd K ist. Nor K := {(z,u) € S" x S" : v € N(K,x)} ist die
Menge aller Stiitzelemente von K. Die Menge Nor K C S™x S™ ist stets abgeschlossen.
Ist F' eine Seite von K und sind z,y € relint F, so gilt N(K,z) = N(K,y); dies
siecht man ein, indem man sich auf die entsprechende Eigenschaft fiir abgeschlossene
konvexe Kegel beruft. Wir setzen in diesem Fall N(K, F) := N(K,z), wobei z €
relint F' beliebig ist. Ebenfalls mit einem bekannten Sachverhalt fiir abgeschlossene
konvexe Kegel ergibt sich N(K N K',z) = N(K,z)V N(K',z) fiir alle K, K’ € K
mit relint K Nrelint K’ # @ und alle x € K N K'. Ist P € P ein Polytop und
C :=pos P der erzeugte polyedrische Kegel, so ist fiir F' € F;(P),i € {0,...,n—1},
der Normalenkegel von C' bei seiner Seite pos F' gleich pos N (P, F'). Es gilt daher
N(P,F) € Fo_i—1(P*). Analog ist ' = N(P*,N(P, F)), die Abbildung F;(P) —
Fn_i1(P*), F+— N(P,F), ist also bijektiv.

Abschlieflend wollen wir noch einige Bezeichnungen im Zusammenhang mit additi-
ven Abbildungen festlegen und einen fiir Spéteres wichtigen Fortsetzungssatz zitieren.
Eine Abbildung ¢ : A — X, wobei A eine Menge von Teilmengen von S™ und X eine
kommutative Gruppe ist, nennt man additiv, wenn

(K1 N Ka) + (K1 U Ka) = (K1) + p(Ky)

gilt fiir alle K1, Ky € A mit K; N Ky, K1 U Ky € A und wenn ¢(f)) = 0 ist, falls
) € A gilt. Die Menge aller endlichen Vereinigungen von sphirisch konvexen Kérpern
nennen wir den Konvezrring, und wir bezeichnen ihn mit R. Da jedes K € K als
endliche Vereinigung von eigentlich konvexen Korpern dargestellt werden kann, ist
R auch gleich der Menge aller endlichen Vereinigungen von Elementen von Cq. Ist
v : R — X eine additive Abbildung, so gilt das Finschliefungs-Ausschlieffungs-
Prinzip, d.h. fir K = K1 U---UK,, € R mit Ky,...,K,, € R gilt

p(E)= Y (1M p(K,);

veS(m)
hierbei sei S(m) die Menge aller nichtleeren Teilmengen von {1,...,m}, es sei |v| die
Anzahl der Elemente von v € S(m), und fir v = {41, ..., iz} sei

K, =Ky ,N--NK, .

Wegen K € R konnen die Mengen K1, ..., K,, insbesondere aus Ky gewéhlt werden.

Es ist eine nichttriviale Frage, ob sich eine additive Abbildung auf Ky additiv auf R
fortsetzen 1afit. Existiert eine solche Fortsetzung, so ist sie nach dem EinschlieBungs-
Ausschliefungs-Prinzip durch ihre Werte auf Iy schon eindeutig festgelegt. Zur Frage
der Fortsetzbarkeit geben wir ein Resultat von Groemer [8] an, das man, wie der Autor
bemerkt ([8], S. 409), vollig analog zu seiner Vorgehensweise fiir den Fall euklidisch
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konvexer Korper gewinnen kann (fiir diesen Fall vgl. auch Schneider & Weil [42], S.
52 ff.).

Satz 2.6. Ist X ein topologischer Vektorraum und ist ¢ @ Ky — X eine stetige,
additive Abbildung, so existiert (genau) eine additive Fortsetzung von ¢ auf R.

Die durch
1 fir K € ,C[)\{@}

X(K>::{0 fiir K = 0

definierte Abbildung x : Ky — R erfiillt offensichtlich die Voraussetzungen des obigen
Satzes; ihre (hier mit demselben Symbol bezeichnete) additive Fortsetzung x : R — R
ist die Fuler-Charakteristik auf dem Konvexring. Fiir einen weiteren elementaren
Zugang zur Eulerschen Charakteristik auf R sehe man auch Hadwiger [11], S. 104 f.



3 Steiner-Formeln

Ist K ein konvexer Korper im euklidischen Raum, so ist nach der Steiner-Formel das
Volumen des dufleren Parallelkérpers von K zum Abstand € > 0 durch ein Poly-
nom in € gegeben. Die Koeffizienten dieses Polynoms definieren die inneren Volumina
(oder die Quermafintegrale) von K. Auch das Lebesgue-Maf} | lokaler* Parallelbe-
reiche von K ist ein Polynom im Abstandsparameter. Durch die Koeffizienten wird
man zu lokalen Gegenstiicken der inneren Volumina gefiihrt, den Kriimmungs- und
Oberflichenmaflen, und zu ihren gemeinsamen Verallgemeinerungen, den verallgemei-
nerten Kriimmungsmaflen, die wir auch Stiitzmafle nennen. Ziel der Kapitel 3 und 4
ist es, ein Analogon der lokalen Steiner-Formel fiir sphérisch konvexe Korper zu zei-
gen und ndher auf die Eigenschaften der dadurch definierten Mafle und Funktionale
einzugehen.

In Abschnitt 3.1 wird zunéchst die lokale Steiner-Formel fiir sphérisch konve-
xe Korper gezeigt (Satz 3.1.1); durch sie werden die Stiitzmafle sphérisch konvexer
Korper definiert. Es wird ferner gezeigt, dafl sich die Stiitzmafle eines Parallelkérpers
als Linearkombination der Stiitzmafle des Ausgangskorpers darstellen lassen (Satz
3.1.5). Eine dazu analoge Aussage fiir gewisse vektorwertige Funktionale sphérisch
konvexer Kérper wird in Abschnitt 3.2 bewiesen (Satz 3.2.1).

3.1 Die lokale Steiner-Formel

Es sei K € K ein sphérisch konvexer Korper, und es sei ein € mit 0 < € < 7/2

gegeben. Wir setzen
Yi=8"x 85",

Fir n € B(X) definieren wir die lokale Parallelmenge
M(K,n) ={zeS":0<d(K,z) <e (p(K,z),u(K,x)) €n}.

Aus der Stetigkeit von d(K,-), p(K,-) und u(K,-) folgt, dal M.(K,n) eine Borel-
Menge ist; durch
pe(Km) o= N (M(K, 1))
wird daher ein endliches Borel-Maf y. (K, ) auf ¥ definiert.
Die angekiindigte Version der sphérischen Steiner-Formel lautet mit diesen Be-
zeichnungen wie folgt:

Satz 3.1.1. Zu K € K existieren eindeutig bestimmte endliche Borel-Majle
Oo(K,-),...,0,1(K,")

15
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auf 3 derart, daf fir jedes n € B(X) und fir 0 < € < w/2 das sphdirische Lebesque-
Maj$ der lokalen Parallelmenge M (K,n) gegeben ist durch

€

n—1
uB ) = S 3By 105K, ) / cos’ ¢sin™ i1 ¢ dt (3.1)
=0

0

Das Maf$ ©;(K,-) heifst j-tes Stiitzmafl oder j-tes verallgemeinertes Kriimmungsmafl
von K. Es hingt schwach stetig von K € IC ab.

Mit der im Satz behaupteten schwachen Stetigkeit der ©; ist das Folgende ge-
meint: Ist (K;);en eine Folge in IC, die gegen K € K strebt, so konvergiert die Folge
(©,(K;,))ien von Maflen schwach gegen ©,(K,-), vgl. etwa Génssler & Stute [7],
Abschnitt 8.4.

Die in der definierenden Gleichung gewéhlten Normierungen der Stiitzmafle wer-
den sich spéter als vorteilhaft erweisen. Wir teilen den Beweis von Satz 3.1.1 in die
nachfolgenden Hilfssétze auf. Mit 14 bezeichnen wir die Indikatorfunktion einer Men-
ge A.

Hilfssatz 3.1.2. Es sei P € P und n € B(X). Definieren wir fir j € {0,...,n —1}
1 . .
©,(P,n) = Z / / 1, (z,u) dN"7H(u)dN (z),

BBn—j—1 FEF;(P) ¥ n(p.F)

so gilt die Entwicklung (3.1) fir K = P. Es gilt stets ©;(P,%) < 1.

Beweis: Es sei f : S™ — R eine nichtnegative, mefibare Funktion, und es sei S € S;
mit j € {0,...,n — 1}. Wir zeigen die folgende Transformationsformel:

fdx" = sin? (d(S*,w)) f(w) AN (u)dN ().
-1,
Zum Beweis setzen wir f durch

flx) = |lz|| ™" f(z/||=]]) fiir 0 < |z| <1 und f(z):=0 sonst

auf R™! fort, setzen L := lin S und bezeichnen mit d*(L*, z) den euklidischen Ab-
stand eines Punktes 2 € R"*! zum orthogonalen Komplement L* von L. Anwendung
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des Satzes von Fubini und Transformation auf Polarkoordinaten ergibt

S[fcw

5[ 0/ £ f (z) /" dt dA™ (z)

fd)\n—H

Rn+1

[ [ e piv-igaie)

L 1+

/ /1 tj/ f(ta +y) dX" (y)dtdN (z)
[ eusprosrone

S pos( LJ'U{:E}
/ / /t" It sin? (d(S*, u)) f (tu) dt AN (u)dN (x)
S S*v{z} O

[ [ s s avi).

5 s*v{xz}

Nun sei P € P, und es sei F' € F;(P) mit j € {0,...,n — 1}. Setzen wir S :=
S"Nlin FF € S und A := p(P,-) *(relint F), so ergibt zweifache Anwendung der
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eben gezeigten Transformationsformel

Fdz
p(P,)~1(relint F)

N / / La(w) f(u) sin? (d(S*, u)) A" (u)dN (z)

S S*v{z}
- / / / Lings-vep (v) £(0) sind (d(S*, v)) sin" 7~ (d({z, 2}, v))
S §* {w,—x}v{u}
d\(0)dN"T 7 (u)d N ()
= ///1A(v)f(v)Cosj(d(S,v))sin"_j_l(d(S,v))d)\l(v)d/\”_j_l(u)d)\j(x)

S S* [z,u]
w/2

/ / / f(zcost +usint)cos’ tsin™ 71t dt ANV (u)dN (x), (3.2)

F N(PF) 0

wobei in der letzten Gleichung M (F) = M (relint F') verwendet wurde (allgemein ist
der Rand eines konvexen Korpers K € K stets eine A”-Nullmenge). Setzt man speziell
f =1y (py mit 0 < e <7/2und n € B(X), so folgt

A (Me(P, 1) N p(P, )~} (velint F))

/ / (z,u) dN" T (u )d)\j(x)/cosjtsin"_j_ltdt.

F N(P,F) 0

Es gilt bd P = U?:_& Urer;(p) Telint F', und diese Vereinigung ist disjunkt. Daher ist

e ( Z Z A”( (P,n) N p(P,-)"*(relint F)),

Jj=0 FeF;(P

und deshalb gilt wie behauptet

€

1w (P) = nzl 3 / / AT () AN () / cos ¢ sin™ 1 it

J=0 FeFi(P)F N(P,F) 0

n—1 €

= BiBn—i—10;(P, n)/cosjtsin”_j_ltdt.

j=0 0
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Ist S € S;, i€ {0,...,n — 1}, so ist lime xr/o pe(S,X) = B, und 0;(5, %) =
d;5, wobei 0;; das Kronecker-Symbol bedeutet. Daher gilt foﬂ/ 2 cost tsin® it dt =
Bn/(BiBn-i-1), und es folgt ©;(P, %) < 1. -

Hilfssatz 3.1.3. Fir 0 < e < w/2 hdangt das Maf p.(K,-) schwach stetig von K € K
ab.

Beweis: Es sei K € K und 0 < € < /2. Wir zeigen:
bd (K.) ist eine \"-Nullmenge. (3.3)

Dazu sei 0 < § < /2 — € und P C K ein Polytop mit d(K,P) < J. Dann gilt
P. C K. C P..s, also wegen Hilfssatz 3.1.2

A(bd K.) < A"(Pos\ int P,)

n—1 ()

= BBn—j—10,( PE)/cosjtsin”_j_ltdt

=0

<.

€

e+0

BiBn—j-1 / cos’ tsin" 7t dt .
0

€

—

n—

IN

<

Mit § N\, 0 folgt (3.3).

Nun sei (K;);en eine Folge konvexer Korper mit lim; ,o, K; = K € K, und n C ¥
sei eine offene Menge. Sei x € M. (K,n) mit d(K,x) < e. Es gilt d(K;,z) — d(K, x),
p(K;, ) — p(K,z) und u(K;,x) — u(K,z) fir i — oo nach Hilfssatz 2.4. Fiir fast
alle 7 ist deshalb d(K;,z) < e und (p(K;, z), u(K;,x)) € n. Dies zeigt

M.(K,n)\bd (K.) C liminf M.(K;,n),
71— 00

und somit gilt wegen (3.3)

lim inf p.(K;,n) lim inf A" (M (K, 7))

i—00 )\:j(flirgg}f M (K;,n))
pe(K, 1) . .

v

v

Die noch zu zeigende Gleichung

lim p (K, X) = pe(K, %)

1—00
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erhélt man aus der Ungleichungskette

pe(K, ) < hmlnf,ue(K,,Z)<hmsupu€(KZ,Z)

= h?iigp(ﬁn( — Va(Ki) = Va(K7)) — pz—o(K7, X))
= Bu(l = Vu(K) = Vo (KY)) — hggfﬂ*—E(K:: )

S Bn(l - Vn(K) - VH(K*)) - ﬂi—e(K*> E)

= pe(K,X);

hierbei haben wir die fiir beliebiges K € K giiltige Beziehung
pe(K,2) = B(1 = Vo (K) — Vo (K™)) — *—e(K* ¥),

die aus Hilfssatz 2.1 und (3.3) folgt, verwendet, ferner die Stetigkeit des Volumens,
die Stetigkeit der Abbildung K — K* und zweimal die schon gezeigte Ungleichung

(3.4). n
Hilfssatz 3.1.4. Ist X eine nichtleere Menge und sind fo,..., fn_1 : X — R linear
unabhdngige reelle Funktionen auf X, so existieren xq,...,x,_1 € X derart, daf$ die
Matriz ( fl(xj))?j_:lo invertierbar ist.

Beweis: Sei xp € X mit f;(zg) # 0 fiir ein ¢ € {0,...,n — 1}. Es seien nun schon
Zo,...,Tp_1 € X, k < n, gewiahlt derart, daf3 (fi(xj))(i,j)elmk Rang k besitzt, wobei

hier und im folgenden I;,, := {0,...,l — 1} x {0, .. — 1} fiir alle [,m € N ist.
Sei (ag, . . an 1) € R™ eine mchttrlwale Losung der Glelchungen S aifi(ry) =0,
J€ {0,. — 1}. Angenommen, fiir jedes = € X existierten go(z),...,gx-1(z) € R
mit f;(z) = Zf;é gj(x) fi(z;) fir alle s € {0,...,n — 1}, so wére

n—1 n—1 k—1 n—1

Z azfz(x) = a; gj fz QT] Zgj Zazfz(mj) =0

i=0 =0 j=0 i=0
fiir alle x € X, im Widerspruch zur linearen Unabhanglgkeit von fo,..., fn_1. Es gibt
daher ein z, € X derart, daB (fi(z;)) @ er, ... Rang k+ 1 besitzt. n

Beweis von Satz 3.1.1: Fir j € {0,...,n — 1} und 0 < ¢ < 7/2 setzen wir

fi(e) == BiBn_j—1 [, cos’ tsin" /"' tdt. Einsetzen der Potenzreihen fiir sin und cos
zeigt, daB f; als Potenzreihe um 0 darstellbar ist, wobei der erste nichtverschwindende
Koeffizient der von €" 7 ist. Die Funktionen fy, ..., f,—1 sind daher linear unabhiingig,
die Eindeutigkeitsaussage ist deshalb klar. Nach Hilfssatz 3.1.4 existieren €, ..., €,_1
mit 0 < ¢ < 7/2,i €{0,...,n— 1}, derart, daB die Matrix (f;(e;))};2, eine Inverse
etwa (a;;)i52, besitzt. Wegen Hilfssatz 3.1.2 gilt also fiir P € P

—_

@j(Pa'): Cljz',uei(P,-), j€{0,...,n—1}.

i

I
=)
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Fiir beliebiges K € K definieren wir nun auf B(X) die endlichen signierten Mafle

0,(K,) = iaﬁuq(l(, ), j€{0,...,n—1}. (3.5)

Mittels Approximation von K durch eine Polytopfolge sieht man, dafl dies (positi-
ve) Mafle sind, die wegen Hilfssatz 3.1.3 schwach stetig von K abhéngen. Da die
behauptete Gleichung fiir Polytope richtig ist, folgt sie nun auch allgemein. [ ]

Fiir 0 < € < 7/2 ist der Parallelkorper K, eines sphirisch konvexen Korpers K i.a.
nicht mehr in IC enthalten (etwa sicher dann nicht, wenn K ein Polytop von positiver
Dimension ist). Ist jedoch K, € K, so kann man die Stiitzmafe von K, durch die von
K ausdriicken. Dazu zunéchst noch etwas Notation: Es sei V5 die Menge aller Paare
orthogonaler Einheitsvektoren, und die Abbildung ¢, : Vo — V4 sei fiir 0 < e < /2
gegeben durch

te(x,u) ;= (xcose+ usine, ucose — rsine).

Weiter setzen wir fiir i,7 € {0,...,n—1} und 0 < e < 7/2

iOn—i— ’ —i—1 - i1 i
nij(€) = Bibuziy Z (;) (n ; )(—1)Z Feog" TR egint R ¢

ﬁjﬁnfjfl (k1) €T i
wobei summiert wird iiber T,;; := {(k,1) € {0,...,i} x{0,...,n—i—1} : k+1=j}.

Mit diesen Bezeichnungen lautet die angekiindigte Steiner-Formel fiir Paral-
lelkorper wie folgt.

Satz 3.1.5. Ist K € K und ist0 < e < w/2 mit K. € K, so gilt fir allen € B(Nor K)
die Formel

fir alle j € {0,...,n —1}.

Beweis: Da die Abbildung t. ein Homomorphismus ist, gilt t.(n) € B(X). Sei
r € S" mit € < d(K,x) < m/2. Es gibt einen eindeutig bestimmten Punkt y €
[z,p(K,z)] Nbd (K,). Es gilt p(K.,z) = y, denn andernfalls wire d(x,p(K.,x)) <
d(x,y), und mit z := p(K, p(K,, x)) hiitte man wegen

d(z,p(Ke,:c)) =e< d(y,p(K, x))
die Ungleichungen
d(z, 2) d(x, p(Ke, x)) + d(p(Ke, x), 2)
d(z,y) + d(y, p(K, z))
d(z, p(K, z))

ANVAN
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und somit einen Widerspruch (vgl. den Beweis von Theorem 4.2.2 in [39]). Wegen
d(p(K,x),y) = € erhilt man damit p(K,,z) = p(K,z) cose+u(K, x)sine, u(K, x) =
u(K,x)cose — p(K,z)sine und d(K.,z) = d(K,z) —e. Fiir 0 < § < /2 — € folgt
M s(K,n) = M(K,n) U Ms(K,t.(n)), und diese Vereinigung ist disjunkt. Daher
gilt pers(K,m) = pe(K,n) + ps(Ke, te(n)). Anwenden der Steiner-Formel (3.1) ergibt
einerseits

s
ps(Ke, te(n Zﬂjﬂn 10 (K, t(n /cosjtsin”_j_ltdt
Jj=0 0

und andererseits

ps(Ke te(n)) = pres(K,n) — pe(K,n)

n—1
= Z BiBn—i—10:(K,n) [ cos'(e+t)sin" "' (e+t)dt
i=0

S O —__

n—1
— Z ﬁiﬁn_i—lgi(K7 T])
1=0

(infl (;) (—1)"*(sinesint)"*(cos e cost)”

k=0 =0

i1 ‘
X (n ; ) (sin e cost)!(cos e sin t)"_z_l_l) dt

s
n—1 n—1
= D Bibi1 ) owig€) ©i(K, 1) /Cosjtsin”‘j—ltdt
Jj=0 i=0 .

fiir 0 < § < /2 — €. Ein Vergleich der Koeffizienten von f(f cos? tsin® /1t dt ergibt
nun die Behauptung. ]

Bemerkung: Man kann das Ergebnis von Satz 3.1.5 zum Anlafl nehmen, Stiitzmafe
auch fiir Parallelkérper K. zu definieren, die nicht in C liegen: Ist K € I beliebig
und ist 0 < € < 7/2, so definieren wir ©,;(K,,-), j € {0,...,n — 1}, als das Bildma8

von )
Z anij(€)®i<K’ ) )
i=0
aufgefafit als signiertes Mafl auf Nor K, unter der Abbildung
Nor K — %, (z,u) — (zcose+ usine, ucose — wsine).

(Fiir Parallelkérper K, ist ©,(K,,-) im Fall j < n — 2 allerdings i.a. nur noch ein
signiertes MaB.) Satz 3.1.5 zeigt gerade die Konsistenz dieser Definition, und seine
Aussage ist nun fiir beliebige K € K und 0 < € < 7/2 giiltig.
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Aus den Stiitzmaflen gewinnen wir nun durch Spezialisierung weitere Mafle und
Funktionale: Die durch

(D](K,A) = GJ(K,AXSTL), jG{O,,n—l},
(K, A) = %)\”(KﬂA)

auf B(S™) definierten Mafie nennen wir Krimmungsmafe und die Gesamtmafe
Vi(K) = ®,(K,S"), je{o,...,n},

nennen wir die inneren Volumina von K € K.
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3.2 Steiner-Formeln fiir Kriimmungsvektoren

Der Steiner-Formel fiir Stiitzmafle von Parallelkorpern kann man eine entsprechende
Formel fiir vektorwertige Funktionale auf ' an die Seite stellen.

Fir K € K und j € {0,...,n} nennen wir den Vektor

]{?](K) :/.Id(IDJ(K,I) ERTH_I

Sn

den j-ten Krimmungsvektor von K.

Ist k;(K) # o, so ist also k;(K)/| k;(K)| € S™ der sphérische Schwerpunkt der-
jenigen Massenverteilung auf K, die dem j-ten Kriimmungsmafl ®;(K,-) entspricht.
Das Verhalten der Kriimmungsvektoren beim Ubergang zu Parallelkérpern beschreibt
nun der nachfolgende Satz.

Zui,j € {0,...,n} und 0 < € < /2 definieren wir eine Zahl 7,,;;(¢) wie folgt
(aupi; sei dabei die vor Satz 3.1.5 definierte Funktion): Fiir j € {0,...,n — 1} sei

iﬁiﬁnfifl

Ynij(€) = angj(€) cose — . Qn(i—1)j(€) sine, ied{l,....,n—1},
! ’ (n —i)Bi—1Bn—i (=1
Ynoj(€) = auoj(€) cose,
nf, sin €
Yung(€) == — K n(n-1);(€)
und es sel
ﬂiﬁnfifl . _q ; .
Ynin(€) = —————sin""ecos’e, i€40,...,n—1},
(77, - Z)Bn
’Vnnn(€> = cos" €.

Satz 3.2.1. Ist K € K und ist 0 < e < w/2 mit K. € K, so gilt
k(KD =) mig(e) k()
i=0
fir alle j €{0,...,n}.

Etwa fiir n = 2 errechnet man

ko(K,) cos? e —2sinecose 2sin’e ko(K)
ki(K.) | = | sinecose cos’e—sin’e —2sinecose ki (K)
ko (K,) isine  sinecose cos? e ko(K) |,
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firn =3
ko(K.) cos’e =37 sin € cos?e 3sinecose =37 sin’e
1( K =gine € €(1 — 3sin’e =gine(l — € in“e €
ki(K.) | [ 2sinecos®e cose(l — 3sin’ 2 sine(l — 3cos’e) 3sin’ecos
ko( K,) sinecose  —Tsine(l — 3cos?e) cose(l —3sin’) =T sinecose
. = sin’e in“e € =gine € €
ks(K, 5= sin’ sin’e cos 2 sin € cos? cos®

wenn man die rechten Seiten wie Matrizenprodukte liest.

Bemerkung: Wie wir schon frither angemerkt haben (vgl. die Bemerkung im An-
schlufl an Satz 3.1.5), kann man die Stiitzmafle in konsistenter Weise auch fiir beliebige
Parallelkérper erkléren. Durch die Spezialisierung ®;(K., A) := ©,(K., A x S™) fir
j €{0,...,n — 1} und durch ®,(K., A) := \"(K. N A)/B,, jeweils fir A € B(S™),

werden die Kriimmungsmafle von Parallelkorpern definiert.
ki(K) = /a:dq)j(Ke,:v), ic{0,.. . nl
Sn

sind dann die Kriimmungsvektoren fiir allgemeine Parallelkérper K.. Wie man dem
Beweis unmittelbar entnimmt, gilt nun Satz 3.2.1 auch dann, wenn K, ¢ K sein sollte.

Zum Beweis von Satz 3.2.1 ziehen wir die folgenden Hilfssétze heran:

Hilfssatz 3.2.2. Fiir P € P mit int P # 0 gilt

/:Ed/\”(x):—% > NHF)up,

P FE-Fn—l(P)

wobei up € S™ der duflere Normalenvektor von P bei der Facette F € F,,_1(P) ist.

Beweis:* Es seien ey, ..., e,y die Standard-Einheitsvektoren in R"*!, und es sei
i€{l,...,n+1}. Wir definieren f:R"" — R"™ durch
f(@) = |lzlle; .

Die Funktion f ist in R"'\{o0} stetig differenzierbar, und mit z = (z1,...,z,,1) gilt

n+1

div f(z) = Z@fg’(@ = Oi|z|| =

X

fiir x # o.

]

'Das hier verwendete Argument verdanke ich einer freundlichen Mitteilung von Frau Dipl.-Math.
Christina Bauer, vgl. auch Arnold [3], Satz 1.
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Nun sei 0 < 6 < 1. Es gilt

1
1
/xid/\”(x) = f_—%//r”xid)\”(a:) dr
5 P

P
n—+1 T;
= — LAt
Cen | pere
{Az:zeP, <A1}
n+1 n
= T div f(z) dA"(x)

{Az:zeP,§<A<1}

= %( > [N EIONE

FeFn1(P)\z. zeF, 6<2<1}

e avw - f <m,f<x>>dv<x>)

P {0z :zeP}

1
1
= 1”_—4(;714_1< //(up,ez)r" dN""(z) dr
FE]'—nfl(P) 5 F

5n+1 / d)\n >

= Z N'HF) (up, e;) + n+1/ AN (x
P

FEIn—l(P)

wobei wir bei Gleichung (*) den Gaufischen Divergenzsatz verwendet haben (zu der
hier verwendeten Version vgl. etwa Kowalsky [18], S. 194). Multiplikation mit e; und
Summation {iber ¢ ergibt nun die Behauptung. [ ]

Hilfssatz 3.2.3. Das Maf$ ®;(K,-) hdngt schwach stetig von K € K ab fir alle
j€{0,...,n}.

Beweis: Fur j € {0,...,n — 1} folgt die schwache Stetigkeit von K +— @;(kK,-)
aus der von K — O;(K, ). Sei (K;)ien eine Folge in K mit lim; ,., K; = K € K. Ist
A C S" offen, so gilt

(KNA)\bd K C ligi?f(Ki NA)
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und daher
ligglf o, (K;,A) = lilxg(i)gf 1 A(K;NA) > 1 )\”(lizxg(i)glf(Ki NA))
> BLA”(K NA)=o,(K,A).
Die Beziehung lim; ., @, (K;, S™) = &, (K, S™) folgt aus der Stetigkeit des Volumens.
Damit ist auch die schwache Stetigkeit von K — @, (K, -) gezeigt. n

Hilfssatz 3.2.4. Fiir K € K gilt
(n—7)Bn—iBi

() =~ ) e -1y,
(k) = = 2t 1).

Beweis: Es sei zunédchst P € P. Ist FF € F;(P) und V € F;_(F) fir j €
{1,...,n — 1}, so sei upy der duBlere Normalenvektor der Seite I bei ihrer Facette
V, d.h. upy ist derjenige Vektor in der 0-Untersphére (lin F)N(lin V)N S™, fiir den
upy € F* gilt. Ist G := N(P,V) € F,,_j(P*) und W := N(P, F) € F,,_j—1(G), so
gilt

(lin F) N (lin V)* N S™ = (lin G) N (lin W)t NS" € S,.
Fiir u € S™ sei H, wie vereinbart die Halbsphére mit Normalenvektor u. Fiir jedes
uweG=N(PV)ist F C H, und daher u € F*. Wegen upy € F* und F* € K\{S"}
ist deshalb (u,ury) > 0. Damit gilt G C HZ,,  und somit int (H,,  )NG = 0.
Andererseits gilt fiir den duleren Normalenvektor ug s der Seite G von P* bei ihrer
Facette W nach Definition int (H,, )N G # 0. Damit muB ury # ugw gelten und
somit

Ugw = —UFV .
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Anwendung von Hilfssatz 3.2.2 in niederdimensionalen Untersphéren ergibt daher

1 .
/:z;dq)j(P,$) _ T Z N\ 1 N(P,F)) /xd)\J
) IFn=i=1 per.(p) F
1 1 ‘
I Z \PI 1( (P, F)) = Z )\]_1(‘/) Upy
BiBn-i-1 p i ip I ver )
1 j ]
=~ o 2 NTTWERNT(V)ury
]B]ﬂn—j—l FEF;(P),VEF;_1(P)
VeF(F)
1 j '
- > NI WV TN (P, G)) ugw
]Bjﬁn—j—l GEFp_;(P*)WeF, _;_1(P*)
WeF(GQ)
Sy o) [eav
TPt g o :
(n - j)ﬁn—jﬁj—l /
— _ - .xd@nf P*wr Y
JB5Bn—j-1 A )

wobei wir die explizite Darstellung der Kriimmungsmafle fiir den Fall von Polytopen
aus Hilfssatz 3.1.2 verwendet haben. Aus dieser Darstellung und aus Hilfssatz 3.2.2
folgt

k(P) = — /xw() LY e

B B
1 20,
- Y e = -2 [raey )
nB, B
{z}eFo(P*) Sn
26n—1
= — oo (P
ng, ")

im Falle int P # () (wie in Hilfssatz 3.2.2 sei up der duflere Normalenvektor von P
bei der Facette F' € F,,_1(P)). Fiir int P = ) ist k,(P) = 0. Ist dim P = n — 1, so
ist Fo(P*) = {{z},{—x}} fiir ein z € S™, und es gilt N(P*,x) = N(P*,—z) = P.
Damit ist ko(P*) = o. Im Fall dim P < n — 1 ist Fo(P*) = 0, auch hier gilt also
/{Zg(P*> = 0.

Die behaupteten Gleichungen gelten also fiir Polytope. Wegen der Stetigkeit der
Abbildung K — K* und der schwachen Stetigkeit der Kriimmungsmafle folgt nun
aber die allgemeine Behauptung. ]

Der folgende Hilfssatz stellt einerseits eine Verallgemeinerung der lokalen Steiner-
Formel (3.1) dar, er kann andererseits aber auch, wie die sich dem Beweis anschliefien-
de Bemerkung zeigt, als Darstellung einer Zerlegung des sphérischen Lebesgue-Mafles
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mit Hilfe der (n — 1)-ten Kriimmungsmafle von Parallelkérpern interpretiert werden.

Hilfssatz 3.2.5. Ist K € K und ist f : S™ — R eine nichtnegative, mefbare Funktion,
so gilt

/fd/\” - Bn</fd<1>n(K,-)+/fd<1>n(K*,-))

sn sn sn
n—1 w/2
+ Z BiBn—i-1 / cos' tsin" "¢ / f(zcost 4+ usint) dO;(K, (z,u))dt.
=0 0 >

Beweis: Es sei f zunéchst zusétzlich als stetig vorausgesetzt. Fiir P € P gilt
f - Z Z f ) 1P(P7')71(relint F) + f . 1P* .
1=0 FeF;(P)

Es gilt [ o fd\" = B, [g fdPu(P,-) und [, fdN* = B, [4. fd®,(P*,-). Sei i €
{0,...,n —1}. Aus Gleichung (3.2) im Beweis von Hilfssatz 3.1.2 folgt
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Yoo g
FeF(P)  p(p)~1(relint F)
/2

= Z // / cos® tsin™ ltf(mcost—i—usmt)d)\n i— 1( )d/\’( )d

FeFi(P) o F N(P,F)

w/2
= Blﬂni1/cositsin”i1t/f(:ccost+usint) dO;(P, (xz,u))dt.
0 >

Summation ergibt
/fd)\" Bn /fd(I) /qu)
Sn

—l—Z@ﬂn i 1/(:05 tsm”llt/f(:ccosthusint) dO;(P, (xz,u))dt.

0 %

Approximation von K durch Polytope ergibt nun wegen der Stetigkeit der Abbil-
dung K + K* und der schwachen Stetigkeit der Stiitzmafle die Behauptung fiir
stetiges f. Da sich die Indikatorfunktion einer abgeschlossenen Menge A C S™ als
Grenzwert einer absteigenden Folge von stetigen, nichtnegativen Funktionen darstel-
len 148t, zeigt eine Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz und des
Eindeutigkeitssatzes der Mafitheorie die behauptete Gleichung fiir Indikatorfunktio-
nen von Borel-Mengen und damit auch fiir Elementarfunktionen. Mit dem Satz von
der monotonen Konvergenz folgt nun die Behauptung allgemein fiir nichtnegative,
mefibare Funktionen. n

Bemerkung: Verwendet man Stiitzmafie von Parallelkorpern (vgl. die Bemerkun-
gen auf S. 22 und S. 25), so kann man die Formel aus Hilfssatz 3.2.5 auch in Gestalt
einer Zerlegung der Einschrinkung von A" auf S™\(K U K*) durch die (n — 1)-ten
Kriimmungsmafle der Parallelkérper von K schreiben: Nach Definition gilt ndmlich

On_1(Ke, te(n Zotmn 1) (K, n) Zﬁfﬁ" il cos’ esin” "t e ©;(K, 1)
n—1

fiir alle K € K, 0 < e < /2 und n € B(Nor K). Aus Hilfssatz 3.2.5 ergibt sich daher
nach Anwendung des Transformationssatzes fiir Integrale
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Fda
S\ (KUK*)
w/2
- Zﬁzﬁn i 1/cositsin"i1t/f(a:cost+usint) dO;(K, (x,u))dt
5

w/2
= 2ﬁn1//f ) A0, (K., (,0))de

7r/2

_ 98, / / FdD, (K., ") de
0 Ss»

fiir alle K € K und alle nichtnegativen, melbaren Funktionen f : S — R. Fiir ein
verwandtes Ergebnis vgl. die Bemerkung auf S. 47.

Beweis von Satz 3.2.1: Es sei K € K und 0 < € < 7/2 mit K. € K. Ferner
sei j € {0,...,n — 1}. Die Gleichung [, udO;(K,(z,u)) = [4 2dP,_j_1(K* x)
folgt in direkter Weise aus Satz 4.1.2. (Diesen Satz, der die Beziehung zwischen den
Stiitzmaflen von K und K* beschreibt, wollen wir erst im néchsten Kapitel beweisen.)
Wir erhalten

ki(K.) = /xdfb-(Kg,x):/xd@l(Ke,(x,u))

— Zam] /xcose—i—usme)d@( (7, 1))

=0

%

= Zam] (cos /xd@  (z, ))+sin6/ud@i(K, (:c,u)))
I

= Za”” cose/xdq) (K, $)+Sln€/l’dq)n_i_1<K*,l‘))

Sn

= 204711]( )(cosek;(K) +sinek, ; 1(K"))

(i 4+ 1) Bit1Bn—i—2
n—i—1)BiBn-i-1

+ (1) (€) < cosek, 1(K)—

= ;%M )(cosek(K)—( SiﬂGkiH(K))

nPn_18ine

261 kn(K)> )
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verwendet wurden dabei die Definition der ®; als Spezialisierung der ©;, Satz 3.1.5
und Hilfssatz 3.2.4.
Fiir j = n erhalten wir unter zusétzlicher Verwendung von Hilfssatz 3.2.5

k(K.) — /xdq>n<K€,g;) ;n/xd)\"()

Sn Ke

= /xdq)n(K, x)

Sn

Zﬁlﬁn i 1/cositsin”_i_1t/(xcost+usint) dO;(K, (xz,u))dt
B i=0

0 P
€

= Z BiBn—i—1 ( / cos" ™ tsin" "t dt ki (K)
n i—0 ,

€

+ / cos' tsin" "t dt ki (K*)>
0

n—2

1 / ) )
= ko(K)+ — (ﬁlﬁn i l/cos”ltsin”lltdt ki(K)
Bn =0 0
- 1 7 n—i— [ i e m—i
— (Z+ )B—i—lﬁ 2 /COSZtSIIln ztdtkH_l(K))
n—i1—1
0
2/871 1 n n—1
cos" tdtk,_1(K)—n [ cos" " tsintdtk,(K)
" 0
Die Koeffizienten lassen sich nun ablesen, wenn man fiir ¢ € {0,...,n — 1}

€
. o 1 o L
/(Coslﬂtsm" T —— cost T tsin® ! t) dt =
n—i

0

-sin" " ecos’ e
n—1i

und 7 f;sintcos™ ' tdt =1 — cos™ e beriicksichtigt. m

Literaturhinweise zu Kapitel 3

Erste Versionen einer Steiner-Formel in nichteuklidischen Raumen konstanter Kriim-
mung wurden von Weyl [48], Herglotz [14], Hadwiger [10], Vidal Abascal [46] und
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Allendoerfer [1] angegeben. So driickt etwa Allendoerfer unter Differenzierbarkeits-
voraussetzungen Volumen und Oberfldche des Parallelbereichs kompakter orientier-
barer Hyperflichen in Raumformen durch die klassischen Kriimmungsintegrale aus.
In neuerer Zeit wurde von Kohlmann [17] eine lokale Steiner-Formel fiir sogenannte
Mengen positiver Reichweite in Raumformen bewiesen. Wegen der Allgemeinheit der
dort betrachteten Mengen miissen in [17] aufwendigere Techniken aus Differentialgeo-
metrie und geometrischer Mafitheorie eingesetzt werden. Im Gegensatz dazu kommt
der in dieser Arbeit gewihlte Zugang zu Stiitzmaflen sphérisch konvexer Korper —
methodisch dhnlich wie in Schneider [39], Kapitel 4, fiir den euklidischen Raum — mit
elementaren geometrischen und mafitheoretischen Hilfsmitteln aus.

Entsprechungen zu der globalen Version von Satz 3.1.5, der Steiner-Formel fiir Par-
allelkorper, haben Santalé [25] und Meyer [23] fiir den Fall glatt berandeter Bereiche
angegeben. Unter dem Namen Quermafvektoren wurden in allgemeinerem Rahmen
von Schneider [32] euklidische Analoga unserer Kriimmungsvektoren eingefiihrt und
auf ihre Eigenschaften hin untersucht. Man findet in dieser Arbeit auch eine Ent-
sprechung unseres Satzes 3.2.1 im euklidischen Raum ([32], Formel (27)). Fiir 2- und
3-dimensionale Sphéiren hat Arnold [3] die Steiner-Formel fiir Kriitmmungsvektoren
unter Einsatz differentialgeometrischer Techniken erhalten, und er hat gezeigt, dafi fiir
diese Dimensionen die Transformationsmatrizen bei geeigneter Basiswahl Drehungen

aus SOz bzw. SO, beschreiben.



4 Stiitzmafle, Kriimmungsmafle, innere Volumina

Wir untersuchen in diesem Kapitel die Stiitzmafle ©;, die Krimmungsmafle ®; und
die inneren Volumina V; auf ihre Eigenschaften, vor allem im Hinblick auf Anwendun-
gen bei den in den Kapiteln 5 bis 7 zu behandelnden integralgeometrischen Formeln.
In Abschnitt 4.1 gehen wir auf allgemeine Eigenschaften der einzelnen Mafle und
Funktionale ein. Wie sich in Abschnitt 4.2 zeigt, sind einige dieser Eigenschaften fun-
damental in dem Sinn, dafl sich Linearkombinationen der Stiitz- und Kriimmungs-
mafle durch diese Eigenschaften charakterisieren lassen. Fiir spétere Anwendungen
wichtig ist die GauB-Bonnet-Formel fiir Mengen des Konvexrings, die in Abschnitt
4.3 bewiesen wird; diese Formel beschreibt die Euler-Charakteristik von Mengen des
Konvexrings als Linearkombination ihrer inneren Volumina. Abschliefend gehen wir
in Abschnitt 4.4 kurz auf geometrische Interpretationen der Stiitz- und Kriimmungs-
mafle ein, die in gewissen Spezialfillen méglich sind.

4.1 Einige grundlegende Eigenschaften

Wir stellen einige wichtige Eigenschaften der Stiitzmafle im folgenden Satz zusammen.

Satz 4.1.1. Fir j €{0,...,n — 1} gilt:

(a) ©; ist drehkovariant, d.h. es gilt ©;(pK, pn) = O;(K,n) fir alle K € K, n €
B(X) und p € SOy,41, wobei pn := {(px, pu) € X : (x,u) € n} ist.

(b) Das Maf ©,(K, ) ist auf der Menge Nor K aller Stitzelemente von K konzen-
triert.

(c) ©; ist lokal erklart, d.h. ist n € B(X) und sind K, K' € IC mit nN Nor K =
nNNor K', so gilt ©;(K,n) =0,(K' n).

d) ©; ist stetig, d.h. das Maf$ ©;(K,-) hdingt schwach stetig von K € KC ab.
J J
e) ©; ist additiv, d.h. fir alle K, K' € K mit K UK' € K gilt
(e) J 9
O;(KUK', )+ 0;(KNK',:)=0,(K,)+ 0,(K',).

Die analogen Eigenschaften gelten auch fir das Funktional des lokalen Parallelvolu-
mens pe 1 KK x B(X) - R, 0 <e<7/2.

Beweis: Da sich die ©; nach Gleichung (3.5) als Linearkombination gewisser s,
i € {0,...,n—1}, darstellen lassen, geniigt es, die Eigenschaften (a) — (e) jeweils nur
fiir die Abbildung . : K x B(X) — R nachzuweisen.

34
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Es gilt stets M.(pK,pn) = pM.(K,n), und aus der Drehinvarianz des sphéri-
schen Lebesgue-Mafles folgt (a). Fiir K € K und n € B(X) mit n N Nor K = 0
gilt M. (K,n) = (), und daher folgt (b). Ist n € B(X) und sind K, K’ € K mit
nNNor K =nNNor K’, so gilt M .(K,n) = M.(K’',n) und daher (c). Eigenschaft (d)
haben wir schon frither gezeigt und benutzt. Zum Nachweis von (e) sei I.(K,n,-) die
Indikatorfunktion der Menge M. (K,n). Es sei € S™, und es seien K, K’ € K mit
KUK’ € K. Ist einerseits d(K, x),d(K’,z) < 7/2 und ist etwa y := p(KUK', x) € K,
so gilt p(KUK', x) = p(K, z), und wie im Beweis von Theorem 4.1.3 in [39] zeigt man
p(KNK', z) = p(K',x). Wir erhalten d( KUK’ x) = d(K,x), d( KNK', z) = d(K', z),
wW(KUK' z)=u(K,z) und u(K N K',z) = w(K’,z) und daher

I(KUK' nz)=I(K,n,z), I(KNK' nz)=1(Knz1).

Ist andererseits etwa d(K’, x) > 7/2, so gelten die letzten beiden Gleichungen trivia-
lerweise. Damit gilt

I(KUK' n, )+ I (KNK' n,-)=I(K,n,)+I(K'n,-).
Integration dieser Gleichung beziiglich A" ergibt die Behauptung. [ ]

Der folgende Satz beschreibt die Beziehung zwischen den Stiitzmaflen eines kon-
vexen Korpers K und seines Polarkorpers K* (wir haben diese Aussage bereits im
Beweis von Satz 3.2.1 benutzt).

Satz 4.1.2. Fir K € K und n € B(X) gilt
@j<K’ 77) = @n—j—l(K*7n_1)
fir 7 €40,...,n— 1}, wobei n=' := {(u,x) € ¥ : (z,u) € n} ist.

Beweis: Es sei P € P und j € {0,...,n — 1}. Fir F' € F;(P) gilt
N(P,F) € F_jo1(PY) und F = N(P*,N(P,F)).
Dabher ist

o,(P.n) = # 3 / / 1, () A9 ()N ()

FeFi(P)F N(P,F)

:6jﬁn]1 > // a1 (u, ) dN (2)d\" 7 (u)

FeFi(P)n(pr) F
1 | |
-~ 3.8 . . -1 J n—j—1
- ¥ wwaav@ari
Ge€Fn—i1(P) G N (P G)

Onj1 (P77,
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Wegen der Stetigkeit der Abbildung K — K* und der Stetigkeit der ©; folgt die
behauptete allgemeinere Gleichung durch Approximation. [ ]

Analoge Eigenschaften zu denen der Stiitzmafle ©; gelten auch fiir die Kriim-
mungsmafle @, :

Satz 4.1.3. Fir j € {0,...,n} gilt:

(a) ®; ist drehkovariant, d.h. es gilt ®;(pK, pA) = @;(K, A) fir alle K € K, A €
B(S™) und p € SOp41.

(b) Das Maf§ ®;(K,-) ist auf K konzentriert; fir j < n ist ®;(K,-) auf bd K
konzentriert.

(c) ®; st lokal erklart, d.h. ist B C S™ offen und sind K, K' € K mit KN B =
K'N B, so gilt ®;(K,A) = ®;(K', A) fir alle A € B(S") mit A C B.

(d) @, ist stetig, d.h. das Maf ®;(K, ) hingt schwach stetig von K € K ab.
(e) @, ist additiv, d.h. fir alle K, K' € K mit K UK’ € IC gilt

(I)J'(KUK/7') +(I)j(KmK/>'> = (I)j(Kv') +(DJ(K/>'>'

Beweis: Bis auf (c) folgen die Aussagen aus Satz 4.1.1, oder sie wurden schon
frither gezeigt. Ist B C S™ offen und sind K, K’ € K mit K N B = K'N B, so ist
M (K, AxS") = M(K',AxS")und KNA=K'NAfiir0 <e<m/2und A € B(S")
mit A C B. Daraus folgt Eigenschaft (c). u

Aus Satz 4.1.3 folgen die Eigenschaften Drehinvarianz, Stetigkeit und Additivitét
der inneren Volumina V. Die Wahl der Bezeichnung ,inneres Volumen® wird moti-
viert durch die folgenden beiden Eigenschaften: Die Zahl V;(K) ist unabhéngig von
der Dimension der umgebenden Sphére,® und fiir K € K mit dim K = j ist V;(K)
das normierte j-dimensionale Volumen von K. Fiir Polytope folgt beides aus der Dar-
stellung der Stiitzmafle von Hilfssatz 3.1.2, wobei man fiir die Unabhéngigkeit von
der Dimension der umgebenden Sphére den Satz von Fubini heranzuziehen hat, und
wegen der Stetigkeit gilt dies dann auch allgemein. Es gilt

‘/](S):(SZ] fiirSGSi,ie{—l,...,n},jE{O,...,n},

insbesondere also V(@) = 0 fiir j € {0,...,n} und V;(S™) =0 fiir j € {0,...,n —1}.
Aus Satz 4.1.2 folgt
Vi(K) = Vija (K7) (4.1)

Dies trifft im iibrigen auch auf ®;(K, A) zu.
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fir K € L und j € {0,...,n — 1}. Im Gegensatz zu ihren euklidischen Analoga sind
die sphérischen inneren Volumina i.a. nicht monoton. Betrachten wir etwa den Fall
einer sphérischen Kugel B, mit Radius r, 0 < r < /2, so erhalten wir aus

€

pe(Br,X) = Bn_l/sin”_l(r—i—t)dt

0
€

n—1
n—1 4 ) , .
= fBn Z ( , ) cos™ I rsind r /cosj tsin® 7t tdt
0

=0~/

durch Vergleich mit der Steiner-Formel

o -1 ; i .
Vi(B,) = b1 (n , ) cos" I rsin’ 1, je{0,....n—1}. (4.2)
BiBn—j—1 J
Fir j € {1,...,n — 2} ist also V; nicht monoton. Es wird spéter klar werden (s. die
J J

Bemerkung im Anschlufl an Korollar 5.2.5), da V,,_; auf K\S monoton wachsend bez.
der Inklusion ist; wegen (4.1) impliziert dies eine entsprechende Monotonieeigenschaft
von Vj.

Wir merken noch an, daf§ aus Satz 2.6 in direkter Weise die Existenz von additiven
Fortsetzungen der Stiitzmafle auf den Konvexring R folgt.

Satz 4.1.4. Die Stitzmafle ©; (und damit auch die Krimmungsmafe ®; und die
inneren Volumina V;) besitzen eindeutig bestimmte additive Fortsetzungen auf den
Konvezring R.

Die Fortsetzungen auf R bezeichnen wir weiter mit den Symbolen ©;, ®; und V;.

4.2 Charakterisierungsséitze

Wir kommen nun zu Charakterisierungsséatzen fiir Linearkombinationen von Stiitz-
und Kriimmungsmaflen; diese Aussagen stehen in Analogie zu Hadwigers bekannten
,Funktionalsitzen“ fiir Quermafintegrale (s. Hadwiger [13], S. 221 ff.). Lokale Ge-
genstiicke zu Hadwigers , erstem Funktionalsatz“ wurden fiir den euklidischen Raum
von Schneider [33, 34] und (in einer sehr allgemeinen Version) von Zahle [51] behan-
delt.

Der folgende elementare Charakterisierungssatz fiir Linearkombinationen der
Stiitzmafle kann spéter bei der Herleitung integralgeometrischer Formeln zweckméfig



4 STUTZMASSE, KRUMMUNGSMASSE, INNERE VOLUMINA 38

eingesetzt werden. Das wesentliche Hilfsmittel im Beweis ist die Charakterisierbar-
keit des sphérischen Lebesgue-Mafles durch seine Drehinvarianz und Normierung. Im
Gegensatz zu den Ergebnissen der oben genannten Autoren ist es hier nicht notig,
eine Additivitatsforderung an das betrachtete Funktional zu stellen.

Satz 4.2.1. Es sei 1) : P x B(X) — R eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(a) Y(P,-) ist fir alle P € P ein auf Nor P konzentriertes (endliches) signiertes
Maps.

(b) Fir alle P € P gilt
V(pP, pn) = Y(P,n)

fiir jede Drehung p € SO,41 und jedes n € B(X).

(c) Sind Py, Py € P und ist n € B(X) mit n N Nor P, =n N Nor P, so gilt

Y(P1,n) = (P, m).

Dann existieren Konstanten cgy,...,c,—1 € R mit
n—1
w(Pa ) = ZQ’@z(P7 )
i=0

fiir alle P € P.

Ersetzt man in Satz 4.2.1 die Menge P durch K und fiigt man noch die Forde-
rung der schwachen Stetigkeit von 1) im ersten Argument hinzu, so bekommt man
offensichtlich die entsprechende Aussage fiir allgemeine konvexe Kérper K € K.

Beweis: Essei S € S; mit i € {0,...,n— 1}, weiter sei B € B(S*). Die Abbildung
B(S) — R, A (S, A x B),

ist ein endliches signiertes Borel-Maf3 auf S, das wegen (b) invariant ist unter allen
Drehungen, die S in sich iiberfithren und S* punktweise festlassen. Es folgt

(S, A x B) = ¢(S, B)N'(A) fiir alle A € B(S)

mit einer nur von S und B abhéngigen reellen Konstante ¢(S, B). Erneutes Heran-
ziehen dieses Arguments ergibt

(S, B) = c(S)A" " 1(B)
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fiir alle B € B(S*) mit einer nur von S abhéangigen Konstanten ¢(5) € R. Wiederum
aus (b) folgt, da ¢(S) lediglich von i = dim .S abhéngt; wir setzen b; := ¢(S). Da
(S, ) auf S x S* konzentriert ist, folgt

B(S, A x B) = bX(AN S)A"""1(B N S¥)

fir alle A, B € B(S™).
Nun seien P € P, A, B € B(S™). Es gilt

(Ax B)NNor P = U |J ((elint F) N A) x (N(P,F) N B),

1=0 FeF,;(P)

wobei rechts eine disjunkte Vereinigung steht. Fiir i € {0,...,n — 1} sei F' € F;(P)
gegeben, und S € §; sei die i-Untersphére, die F' enthilt. Es gilt

((relint F)NA) x (N(P,F)n B) C Nor SN Nor P,
wegen (c) folgt also

G(P, ((relint F)N A) x (N(P,F)N B)) = (S, ((relint F) N A) x (N(P, F)n B))
= bN(ANF)\"Y(N(P,F)N B).

Da (P, -) auf Nor P konzentriert ist, folgt

Y(P,Ax B) = Zb > N(FNAXNTTYN(P,F)N B)

=0 FeF(P)
~1
= Z ¢;0;(P, A x B)
mit den Konstanten ¢; := f;5,_;1b; fiir ¢ € {0,...,n — 1}. Daraus folgt in der
iiblichen Weise .
Y(Pon) =Y ¢0;(Pn)
i=0

fiir alle n € B(X): Das System aller n € B(X), fiir die diese Gleichung gilt, ist ein

Dynkin-System, und es enthélt die Mengen der Form A x B mit A, B € B(S"); es
muf daher mit B(X) iibereinstimmen. u

Wir benétigen noch einen entsprechenden Charakterisierungssatz fiir positive Li-

nearkombinationen der Kriitmmungsmafie ®;:

Satz 4.2.2. Es seitp : PxB(S™) — R eine nichtnegative Abbildung mit den folgenden
FEigenschaften:
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(a) ¥(P,-) ist ein auf P konzentriertes (endliches) Maf fir alle P € P.

(b) Fir alle P € P gilt
b(pP, pA) = (P, A)
fir alle Drehungen p € SO, 41 und alle A € B(S™).

(¢) Sind Py, Py € P und ist B C S™ offen mit PN B = P, N B, so ist
(P, A) = (B, A)
fir alle A € B(S™) mit A C B.
(d) Fir alle Py, Py € P mit PyU P, € P gilt
VPN By, ) + (P U R, ) = ¢(P, ) + (P, )

Dann existieren Konstanten cqy,...,c, > 0 mit
Y(P) = cdi(P)
i=0

fiir alle P € P.

Der Beweis des analogen Satzes fiir den euklidischen Raum (s. Schneider [34],
Theorem 6.1) 1a8t sich mutatis mutandis auf die Sphére tibertragen. Da wir Satz 4.2.2
jedoch in Abschnitt 5.3 wesentlich verwenden werden, fithren wir den Beweis im Detail
aus. Es wird folgende von Schneider ([34], Theorem 6.2) bewiesene Aussage benutzt
(fiir verwandte Ergebnisse vgl. auch Schneider [38] und McMullen & Schneider [22],
S. 226):

Hilfssatz 4.2.3. Ist f : P — R ein nichtnegatives, drehinvariantes, additives Funk-
tional, das fiir Polytope von Dimension kleiner n verschwindet, so ist f ein Vielfaches
des Volumenfunktionals.

Beweis von Satz 4.2.2: Wir zeigen zunichst die folgende Aussage:

() Zui € {0,...,n — 1} existiert eine Konstante b; > 0 mit folgender Eigen-
schaft: Ist P € P, F € F;(P) und A € B(S™) mit A C relint F, so gilt

W(P, A) = A" L (N (P, F))N(A) .

Zum Beweis von (x) sei zunéichst ein S; € S; gegeben. Ist Q € P ein Polytop
mit @ C Sf, so ist das endliche MaB B(S;) — R, A — ¥(S; V @, A), invariant unter
Drehungen, die S; in sich {iberfithren und S} punktweise festlassen. Es existiert daher
eine Konstante ¢(.5;, Q) > 0, die nur von S; und ) abhéngt, mit

V(S; v Q, A) = (S, Q)N (4)
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fir alle A € B(S;). Zur néheren Bestimmung von ¢(S;, Q) setzen wir A = S; und
definieren durch

F(Q) = e(S, Q" N ST = 61

eine Funktion f auf der Menge aller Polytope @), die in S} enthalten sind. Dann
ist [ nichtnegativ und invariant unter Drehungen, die S; in sich tiberfithren. Sind
Q,Q C S} Polytope mit QU Q € P, so ist Q* U Q* € P, und es gilt

(S V(QTN5T),5i)

SVIQUUQYNSH) = (SVQNSH) U (SV(Q s,
SV NO)NSH) = (S;v(@Q NSH) N (S;v(Q NS))).
Aus (d) folgt daher die Additivitat der Abbildung f. Ist @ C S} ein Polytop mit

dim@ < n —i— 1, so existiert ein Sy € Sy mit Sy C S N Q*. Setzen wir R :=
SoVQ CSfund Sipq :=5;V Sy € S;41, so gilt, wie man leicht nachpriift,

Siv(Q NS) =S4 V(R NS,

und daher
1 1
flQ) = 3. V(S vV (Q"NSY),S;) = B V(S V(RN ST ), S)
_ %c(sm, R* (187, )AY(S)) = 0.

Die Abbildung f erfiillt daher die Voraussetzungen von Hilfssatz 4.2.3, bezogen auf
die Untersphére S}, und daher ist

F(Q) =c(SHA"HQ)

mit einer zunédchst von S abhéngigen Konstante ¢(S;) > 0. Wegen (b) héngt diese
Konstante jedoch nur von der Dimension ¢ und nicht von der speziellen Wahl der
Untersphére S; ab; wir setzen b; := ¢(S}). Fir Q@ € P mit Q C S und A € B(S))
konnen wir also wegen @ = (Q* N .SF)* N S zusammenfassend

V(S VQ,A) = b\ HQF N SFN(A)

schreiben.

Nun sei P € P, F € F;(P) und A C relint F' eine Borel-Menge. Wir setzen
S;:==5"Nlin F und @ := (S; V P)NS;. Dann gilt N(P,F) = P*NSf =Q*N S},
und fiir eine geniigend kleine offene Umgebung B von A gilt

PNB=(S;vQ)NB.
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Nach (c) gilt daher

= bA"TTHQT N SN (A)
= LATTHN(PF)N(A),

und Aussage (x) ist bewiesen.

Nun sei P € P und A € B(S™). Dann ist

n—1
A=A\PU(ANint P)UU U A Nrelint F

i=0 FeF;(P)
eine disjunkte Vereinigung. Mit ¢; := ;5,—;_1b;, i € {0,...,n — 1}, erhalten wir
B(P,A) = (P, A\P)+ (P, Anint P)

n—1
+3 0 b AN (P, F))N (A Nrelint F)

i=0 FeF;(P)
n—1

= (P, ANint P)+ ) ¢;®i(P,A)
=0

nach (%) und Hilfssatz 3.1.2 und da ¢ (P, -) auf P konzentriert ist. Da nach (c)
(P, ANint P) =¢(S", ANint P)

gilt und da t(S™,-) nach (b) ein drehinvariantes, endliches Maf§ auf S™ ist, gilt fiir
einb, >0
Y(P,ANint P) =b,\"(ANint P),

und mit ¢, := B,by, gilt somit (P, ) = > ¢;Pi(P, ). [

Auch fiir die inneren Volumina V; wiirde man die Giiltigkeit eines Charakteri-
sierungssatzes im Stil der Satze 4.2.1 und 4.2.2 erwarten; bisher ist jedoch kein allge-
meiner Beweis fiir eine solche Aussage gefunden worden. In diesem Zusammenhang
nennen wir drei unseres Wissens nach offene Probleme, von denen die ersten beiden
von McMullen gestellt worden sind (Problem 49 in Gruber & Schneider [9], siehe auch
McMullen & Schneider [22], S. 229). Im folgenden steht A fiir £ oder P.

Problem 1: Die Abbildung f : A — R sei additiv, drehinvariant und stetig. Ist dann
f eine Linearkombination der inneren Volumina Vj, ..., V,, ?

Problem 1 konnte positiv beantwortet werden, wenn man in Hilfssatz 4.2.3 die
Voraussetzung der Nichtnegativitdt durch die der Stetigkeit ersetzen konnte. Fiir
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n = 2 kann die Frage bejaht werden, vgl. dazu die Bemerkungen in McMullen &
Schneider [22], S. 227 und 230.

Um das zweite Problem zu formulieren, definieren wir durch U; := L(Zo_j /2 Vitok

die Funktionale Uy, . .., U, auf K (dabei ist [(n—7)/2] die grofite ganze Zahl, die nicht
grofler ist als (n — j)/2). Fiir die geometrische Interpretation der U; verweisen wir
auf Korollar 5.2.5.

Problem 2: Die Abbildung f : A — R sei additiv und drehinvariant, und die
Einschrankung f|(A\S) sei monoton wachsend bez. der Inklusion. Ist f dann eine
Linearkombination der Funktionale Uy, ..., U, mit nichtnegativen Koeffizienten?

Durch W; = > ;_ ; Vi definieren wir eine dritte Serie von Funktionalen
Wo, ..., W, auf K. Die geometrische Bedeutung der W; wird in Satz 5.2.11 geklért.

Problem 3: Die Abbildung f : A — R sei additiv, drehinvariant und monoton
wachsend bez. der Inklusion. Ist f dann eine Linearkombination der Funktionale
Wo, ..., W, mit nichtnegativen Koeffizienten?

Alle drei Serien von Funktionalen Uj,V;, W; stehen jeweils von einem gewissen
Gesichtspunkt aus in Analogie zu den euklidischen QuermaSBintegralen, fir U; vgl.
die Bemerkung im Anschluf§ an Korollar 5.2.5, fiir W; die Bemerkung nach Satz
5.2.11. Konnten die genannten Fragen positiv beantwortet werden, so hétte man
damit sphérische Entsprechungen zu den beiden Hadwigerschen Funktionalsitzen fiir
euklidische Quermaflintegrale.

4.3 Die GauB3-Bonnet-Formel

Die inneren Volumina V; geniigen zwei Beziehungen, die es ermdglichen, die Euler-
Charakteristik von Elementen des Konvexrings als Linearkombination ihrer inneren
Volumina auszudriicken. Bei der Formulierung dieser beiden Relationen (und auch
spéter) erweist es sich als vorteilhaft, durch

Vo (K) = Vi (K)

ein weiteres Funktional V_; auf K einzufiithren. Es gilt nun stets V;(K) = V,,_;_1 (K*)
fir K € K und j € {—1,...,n}. Das Funktional V_; ist stetig.

Satz 4.3.1. Fir K € IC gilt
> Vi(K) =1,

i=—1
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und fir K € K\S gilt
> (-1)'Vi(K) =0.

i=—1

Im Beweis der zweiten der beiden Beziehungen von Satz 4.3.1 wird der nachfolgen-
de Hilfssatz verwendet. Wir benutzen die folgende Notation: Ist P € P, so definieren
wir zu F' € F(P)

F:={zeP :(ry)=0firalleyecF}.

Fiir F € F(P)\{0} gilt dann F' = N(P, F), und fiir F' = § gilt /' = P*. Die Abbil-
dung F(P) — F(P*), F — F, ist bijektiv, falls dim P = dim P* = n ist.

Hilfssatz 4.3.2. Fir alle P € P\S verschwindet die durch

a(@) =Y (=" 15, p ()

FeF(P)

definierte Funktion o : S™ — R fast tiberall in bezug auf \".

Wir vermuten, daf§ die Funktion « fiir eigentlich konvexe P € P\{0} sogar iden-
tisch verschwindet. In McMullen [20], S. 249, wurde eine dhnliche Aussage ohne Be-
weis angegeben. Wiiite man, dal « fiir solche P identisch verschwindet, so konnte
man daraus leicht die Euler-Formel fiir sphéarische Polytope ableiten. Falls die ver-
mutete Aussage zutrifft, ist sie daher wohl aufwendiger oder unter Verwendung der
Euler-Formel zu zeigen; fiir den Beweis von Satz 4.3.1 ist jedenfalls Hilfssatz 4.3.2
ausreichend. Der nun folgende Beweis von Hilfssatz 4.3.2 verdankt eine Anregung
durch eine Skizze von McMullen [21].

Beweis von Hilfssatz 4.3.2: Wir nehmen zunéchst an, dal P € P eigentlich konvex
und n-dimensional ist. Wir setzen

A:={FV(-F)eP:FeF{P)}.
Da dim P = dim P* = n ist, gilt dim Q) = n fiir alle Q € A. Weiter definieren wir
x=s\UJ U F
QeA FeF,2(Q)

Dann ist X offen, und es gilt A"(S™\X) = 0. Wir zeigen a(z) = 0 fiir alle z € X.
Die Menge S™\(P V (—P*)) ist nicht leer. Es sei y ein Element dieser Menge. Es

gilt y ¢ Q fir alle @ € A, daher ist y € X und a(y) = 0. Es sei x € X beliebig.

Die Menge X ist wegzusammenhéngend, wir konnen daher einen Weg v : [0,1] — X
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wéhlen mit v(0) = z und (1) = y. Wir zeigen, da$ fiir jede Facette H eines Polytops
Q@ € Aund jedes s € [0,1] mit y(s) € H

11_r>r81a oy(t) = aoy(s) (4.3)
gilt. Ist dies gezeigt, so ist a oy konstant und daher a(x) = 0, wie behauptet.
Sei also H eine Facette eines Polytops @) € A. Wir setzen

B:={FeF(P):HeFo (FV(-F))}

und

C:={(F,F) e F(P)x F(P): Fy e F(F,), H=F, V (—F,)}.

Wir zeigen nun:

(a) Fiir alle (F3, Fy) € C gilt dim Fy = dim F — 1, und die &dufieren Normalenvek-
toren der Polytope Fy V (—F}), Fy V (—F3) bei ihrer gemeinsamen Facette H
stimmen {iberein.

(b) Es gilt
B= |J {A R}

(Fl,Fg)EC

und die rechtsstehende Vereinigung ist disjunkt.

Sind (a) und (b) gezeigt, so folgt die Beziehung (4.3) fiir jedes s € [0, 1] mit v(s) € H,
und die Behauptung ist bewiesen.

Zu (a): Es sei (Fy, Fy) € C. Wire F, = 0, so wire dim Fy = n und damit dim H =
n. Es gilt also dim F; € {0,...,n}. Wére dim F} > dim Fy, so wire F} = Fy wegen
Fy € F(F,) und daher dim H = dim F} V (—F}) = n. Es gilt also dim F} < dim F, — 1.
Wegen n — 1 = dim F; V (—Fg) < dim F, + dim B, + 1 = dim F}, + n — dim F, folgt
dim F} = dim F, — 1. Es sei u der duflere Normalenvektor des Polytops Fy V (—Fg)
bei seiner Facette H, und v sei der d&uBere Normalenvektor von Fy V (—F}) bei H. Ist
dim Fy = n, so gilt Fy, = P und F; = H. Daher gilt P = {—u} und damit u = v. Im
Fall dim F; = 0 kann man analog argumentieren. Fiir j € {1,...,n—1} haben wir zu
Beginn des Beweises von Hilfssatz 3.2.4 die folgende Aussage gezeigt: Ist F' € F;(P)
und V € F;_1(F), und ist upy der duBere Normalenvektor der Seite F' bei ihrer
Facette V' (vgl. die Erlduterung im Beweis von Hilfssatz 3.2.4), so gilt fiir den dufleren
Normalenvektor ugw von G := N(P,V) € F,_;j(P*) bei W := N(P, F) € F,,_;_1(G)
die Beziehung upy = —ugw. Ist nun dim F; € {1,...,n—1} und setzen wir F' := F,
V.=F,G:= Fl und W := FQ, so gilt offenbar u = upy und v = —ugw. Wir
erhalten also auch in diesem Fall u = v.

Zu (b): Zu F € B gibt es ein Paar (G, J) € F(F)x F(—F) mit H = GV .J. Wegen
dim G +dim J = n — 2 und dim F + dim(—F) = n—1 gilt G = F oder J = —F. Das
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Paar (G, J) ist eindeutig bestimmt. Durch F; := G und Fy, € F(P) mit B, =
ist daher das eindeutig bestimmte Paar (Fi, Fy) € C gegeben mit F' € {F, F,}.
Ist umgekehrt F' € {Fy, Fo} mit (Fy, Fy) € C, so gilt nach Definition von C stets
H € Fu_1(FV (=F)) und damit F € B. Es ist also B gleich der angegebenen
Vereinigung, und diese ist disjunkt.

Damit ist der Hilfssatz unter der Annahme gezeigt, dafi P eigentlich konvex und
von Dimension n ist.

Nun sei P € P\{0} eigentlich konvex, aber nicht notwendig mit inneren Punkten.
Es sei S die Untersphére der Dimension j := dim P, die P enthélt. Nach dem oben

Gezeigten gilt
Z (1) 1oy pngy (@) =0
FeF(P)
fiir alle Elemente x einer Menge B € B(S) mit M (S\B) = 0. Fiir alle z € 5™\ S* mit
p(S,z) € B gilt dann
Yo (D) L) =0,
FEF(P)

und fiir C':= {z € S"\S*: p(S,x) € B} gilt C' € B(S™) und A*(S"\C) = 0.
Nun sei P € P\{S"} mit dim P = n und dim P* < n. Dann ist P* € P\{0}
eigentlich konvex, daher gilt

Z (‘Udimclcv(fé)(ﬁ) =0

GEF(P*)

fiir \"-fast alle z € S™. Die Abbildung F(P)\{#} — F(P*), F — F, ist bijektiv,
daher gilt

Yo DT L) = (D)"Y (FD)TM g gy (=) = L (—a) = 0

FeF(P) GeF(P*)

fiir \"-fast alle x € S". Die Behauptung gilt daher fiir alle P € P\{S"} mit inneren
Punkten. Wie oben kann man nun die Giiltigkeit der Aussage auch auf alle P € P\S
ausdehnen. [ ]

Beweis von Satz 4.3.1: Aus der Steiner-Formel (3.1) folgt
1= Vo(K) = Vo(K") = ) Vi(K)

wegen foﬂ/z costtsin® "t tdt = B,/(Bifni—1) und pu (K, %) — B.(1 — V,(K) —
Vo (K™)) fiir € — 7/2; somit gilt die erste der behaupteten Formeln.

Da P\S dicht liegt in K£\S und die Funktionale V; stetig sind, kénnen wir zum
Beweis der zweiten Gleichung K = P € P\S annehmen. Ist i € {0,...,n — 1},
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so folgt aus der Invarianz des sphérischen Lebesgue-Mafles unter (eigentlichen und
uneigentlichen) Drehungen und Gleichung (3.2)

Y XN(FV(=F) = > X(FVEF)= ) MN(FVN(PF))
FeF;(P) FeF;(P) FeF;(P)
w/2

/ / /cos tsin® Tl dtd )\ AN

FeFi(P)F N(PF) O

ﬁ 7 n—i—1
= N(F)A"""Y(N (P, F))
ﬁzﬁn i—1 FE]—'Z( P)

wobei zum Schluf§ die aus Hilfssatz 3.1.2 folgende explizite Darstellung der inne-
ren Volumina fiir den Fall von Polytopen verwendet wurde. Fiir die durch a(x) :=
> perp) (DT 1, py(2) definierte Funktion a : S™ — R gilt daher

1

/ozd/\"— (n_ V,(P*) + (—1)”Vn(P)>.

Sn =0

Anwenden von Hilfssatz 4.3.2 ergibt [, adA" = 0 und somit » 1" ,(—1)"V;(P) =0,
was 7zu zeigen war. n

Bemerkung: Ist f : S™ — R eine nichtnegative, mefibare Funktion, so gilt nach
Hilfssatz 3.2.5 fiir alle K € K die Gleichung

/fdA" - ﬁn</fd<Dn(K,-)+/fd<I>n(K*,-))

sn sn Sn
n—1 7r/2
+ Z BiBn—i—1 / cos' tsin" 7! t/ f(zcost + usint) dO;(K, (z,u))dt,
=0 0 >

die man offenbar als lokalisierte Version der ersten der beiden Beziehungen aus Satz
4.3.1 auffassen kann. Die entsprechende Version der zweiten Beziehung lautet

, /fd<I> K, ”“/fd@

i
L

/2
=Y (=1)'Bifn_i1 / cos' tsin™ 1 ¢ / f(zcost —usint) dO;(K, (z,u))dt
' 0

P

~
Il
o
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fir alle K € K\S. Diese Gleichung kann man analog zeigen, wenn man beach-
tet, daB nach Hilfssatz 4.3.2 fiir alle P € P\S die Funktion S* — R, z —
ZFE; y(— 1)dmE £()1 pup) (@), fiilr A-fast alle z € S" verschwindet. Wegen
0i(K, 7]) O,(—K,—n) mit —n := {(—z, —u) € ¥: (z,u) € n} fur K € K, n € B(X),

i€{0,...,n— 1}, zeigt eine Anwendung des Transformationssatzes fiir Integrale
[rax = s [ raw+ o [ rao
sn sn sn
1 w/2
+ Z BiBn—i—1 ( / cos' tsin" "¢ / f(zcost+usint) dO;(K, (z,u))dt
=0 0 5
w/2

+ (—1)i/cositsin"i1t/f(xcost—usint) dO;(—K, (m,u))dt)

Pl [ [APu(K, )+ (=1)" [ fd®,(=
(oo

n—1 A
+ Z BilBn—i-1 /cosi tsin" ! t/f(x cost +usint) dO;(K, (x,u))dt
i=0

0

fir alle K € K\S (man beachte die Integrationsgrenzen der dufleren Integrale). Diese
letzte Gleichung kann als lokale Version eines Spezialfalls der nachfolgenden Gauf3-
Bonnet-Formel aufgefaf3t werden.

Korollar 4.3.3. (GauB-Bonnet-Formel) Fir K € R gilt
[n/2]

—22%1

Beweis: Addiert man die Gleichungen aus Satz 4.3.1, so erhélt man

in/2)
1 fir K € K
QZV%(K):{ 0 fgiKiQ)?\{@}

also die behauptete Gleichung fiir K € Ky. Da alle beteiligten Funktionale additive
Fortsetzungen auf den Konvexring erlauben, gilt die Beziehung auch fir K € R. =

Bemerkung 1: Nach Korollar 4.3.3 und Satz 4.3.1 gilt also fiir alle K € K

[n/2] .
fir K € L\S
_QZVQZ {1+( NAmE - fir K € S.
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Bemerkung 2: Eine Version von Korollar 4.3.3 fiir Parallelbereiche konvexer
Korper kann man wie folgt ableiten.

Bezeichnet B; eine sphérische Kugel mit Radius ¢, 0 < ¢ < 7/2, so gilt fiir
0<e<m/2und 0 <r < m/2—enach den Sétzen 3.1.5, 3.1.1 und Korollar 4.3.3

[n/2] [(n=1)/2] n—1
D VailBri) = Y Y e (@ViB) |+ Va(Brs)]
i=0 i=0 =0

n—1 7L 1/2

- 503, ewta)vin

1=0 =

[ Z@ﬁn - 1/cositsin”_i_1tdt Vi(BT)]

0

(Die Terme in eckigen Klammern sind hier und im folgenden zu streichen, wenn
n ungerade ist.) Die durch Gleichung (4.2) gegebenen Funktionen r — V;(B,), i €
{0,...,n—1}, sind linear unabhéngig; es ist daher ein Koeffizientenvergleich méoglich,
und wir erhalten

0, falls n und 7 ungerade sind,
(n=1)/2] 1, falls n ungerade, 7 gerade ist,
Z iz (€) = %;*1 Jy cos'tsin" " tdt, falls n gerade, i ungerade ist,
1- % [y cos'tsin" "' ¢ dt, falls n und i gerade sind.

Dabher ist fiir beliebiges K € K

[n/2] n—1 [(n—1)/2]
> Vai(K,) = Cni(2g) (€) Vi(K)

[n/2]
= Z Vai(K)
i=0
und daher ]
< (1 fiir K € K\S
2 Z Vai(Ke) = { 1+ (—=1)4mE fiy K8
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fir alle e mit 0 < e < 7/2.

Wir geben einige Literaturhinweise zu den in diesem Abschnitt behandelten For-
meln. Ein weitreichendes Analogon von Korollar 4.3.3 fiir polyedrische Mannigfal-
tigkeiten geht auf Allendoerfer & Weil [2] zuriick. Weitere Entsprechungen fiir Un-
termannigfaltigkeiten bzw. polyedrische Mengen im sphérischen und hyperbolischen
Raum haben Herglotz [14] und Santalé [28] behandelt. Alternative Beweise fiir die
beiden Formeln aus Satz 4.3.1 findet man in der Arbeit von McMullen [20]. In den
Beweis der zweiten Formel (Theorem 2 in [20]) gehen bei McMullen die Euler-Formel
und die Sommerville-Gleichung fiir polyedrische konvexe Kegel ein. Es findet sich in
[20] auch eine (sehr knappe) Skizze fiir einen direkteren Beweis; diese Skizze haben
wir zu dem oben gegebenen Beweis ausgebaut.

4.4 Geometrische Interpretation in Spezialfillen

In einigen Fillen sind direkte geometrische Interpretationen der Stiitz- und Kriim-
mungsmafle moglich, so fiir den Fall von Polytopen, fiir glatt berandete konvexe
Korper und bei allgemeinen konvexen Kérpern K fiir die Mafie ©g(K, -), ©,_1 (K, ).
Wir werden von diesen speziellen Darstellungen im weiteren Verlauf der Arbeit kei-
nen Gebrauch machen (aufler natiirlich — wie schon geschehen — von der Darstellung
im Fall von Polytopen), wollen in diesem Abschnitt aber dennoch kurz auf sie ein-
gehen, um die geometrische Bedeutung der Stiitzmafle noch weiter zu kldaren. Der
Vollstandigkeit halber nennen wir hier noch einmal das Ergebnis aus Hilfssatz 3.1.2
itber Stiitzmafle von Polytopen.

Satz 4.4.1. Fir Polytope P € P und j € {0,...,n — 1} gilt

1

@j (P7 77) = ﬁjﬁnfjfl

/ N YN(P, F) N ny) dV ()
FE]‘—J‘(P) F

fiir alle n € B(X), wobei n, :={u € S™: (x,u) € n} ist.

Um die erwiihnten Darstellungen fiir glatte konvexe Kérper und fiir j € {0,n—1}
zu erhalten, kann man im Prinzip vorgehen wie im euklidischen Fall (s. Schneider
[39], Abschnitt 4.2). Es ist aber auch moglich, sich direkt auf die betreffenden Ei-
genschaften der (verallgemeinerten) Kriimmungsmafle euklidisch konvexer Korper zu
berufen und diese dann auf den sphérischen Fall zu iibertragen: Bezeichnet nédmlich
©%(M,-) das auf B(R™"!' x S™) definierte j-te verallgemeinerte KriimmungsmaB des
euklidisch konvexen Korpers M € K(R™™!) ([39], Theorem 4.2.1) und setzt man

f:={z,u) ER"™ x S":0< A< 1,(x,u) € n}
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fir n € B(X), so stimmt ©,(K,n) fir alle K € K, n € B(X) und j € {0,...,n — 1}
bis auf einen Faktor mit ©¢,, (K, 7) iiberein. Man kann dies in einfacher Weise zuerst
fiir K € P beweisen und das Resultat dann durch Approximation ausdehnen. Wir
wollen uns aus diesen Griinden damit begniigen, die beiden folgenden Sétze ohne
Beweis anzugeben.

Die nun zu beschreibende Darstellung der Kriimmungsmafle glatt berandeter
sphérisch konvexer Korper ist natiirlich der Grund fiir die Wahl der Bezeichnung
, Krimmungsmaf3“.

Satz 4.4.2. Ist K € K mit int K # () derart, dafi bd K eine Hyperfliche in S™ der
Klasse C? ist, so gilt fiir j € {0,...,n—1}

1
O (K,A)=—— / Hy,_ i d\"!
J( ) ﬂjﬂn—j—l Jj—1
Anbd K
fir alle A € B(S™), wobei H,_;_y die (n— j —1)-te elementarsymmetrische Funktion
der Hauptkrimmungen von bd K in S™ ist.

Fiir eine Entsprechung des néchsten Satzes im euklidischen Raum sehe man
Schneider [36], S. 120 f. Es bezeichne m : ¥ — S™ die Projektion auf den ersten
Faktor.

Satz 4.4.3. Fir K € K mit dim K #n — 1 gilt

1
@n71<K7 77) = @O(K*ﬂ?il) = Zﬁ Anil(ﬂ'l(n N Nor K)) )
n—1
und fir K € I mit dim K =n — 1 gilt
1 2
On-1(K,n) = Oo(K*,n"") = 25, > A mnn (K x {u}))
=1

jeweils fiir alle n € B(X), wobei zuletzt ui, us die beiden zu lin K orthogonalen Ein-
heitsvektoren sind.

Auf Interpretationen der Stiitzmafe, die mit Hilfe integralgeometrischer Formeln
moglich sind, weisen wir erst hin, wenn diese Formeln zur Verfiigung stehen. Dies
geschieht jeweils im Anschlufl an Satz 6.1.1 und Korollar 7.3.



5 Kinematische Formeln fiir Kriimmungsmafle

Nachdem in den letzten beiden Kapiteln die Stiitzmafie ©; und als Spezialisierun-
gen die Kriimmungsmafie ®; und die inneren Volumina V; eingefiihrt und auf ihre
Eigenschaften hin untersucht worden sind, sollen nun integralgeometrische Formeln
hergeleitet werden, die mit den eben genannten Maflen und Funktionalen in Zusam-
menhang stehen. Wir erlautern das zugrundeliegende Prinzip solcher Formeln durch
die folgende Problemstellung: Es sei ein geometrisch definiertes Funktional F' auf
gegeben. Wir betrachten zwei konvexe Korper K und K’ und bilden fiir eine beliebi-
ge Drehung p € SO, ;1 aus den Korpern K und pK’ einen dritten konvexen Korper
K % pK'. Die Aufgabenstellung besteht nun darin, den Mittelwert von F(K % pK’)
iiber alle Drehungen p beziiglich des invarianten Wahrscheinlichkeitsmafles auf SO,, 1,
zu berechnen und das Ergebnis durch geometrische Kenngrofien von K und K’ aus-
zudriicken. Das Bilden der Schnittmenge, der sphérisch konvexen Hiille der Verei-
nigungsmenge und der Projektion (falls K’ eine Untersphére ist) liefern Beispiele
fiir Verkniipfungen *, die im weiteren Verlauf untersucht werden. Analoge Probleme
konnen auch fiir ,,lokalisierte® Funktionale untersucht werden, und auch nicht konvexe
Mengen konnen oft in die Betrachtung einbezogen werden.

Ein Beispiel einer solchen integralgeometrischen Formel ist die kinematische
Hauptformel in einer Version fiir Kriimmungsmafie und Mengen des Konvexrings;
dieses Resultat wird in Abschnitt 5.1 bewiesen. Mit meist einfachen Mitteln leiten
wir dann in Abschnitt 5.2 eine Reihe weiterer Ergebnisse ab. In Abschnitt 5.3 gehen
wir auf eine ,abstrakte” Version der lokalen kinematischen Hauptformel ein, in der
im Integrand das Kriitmmungsmaf ersetzt wird durch ein allgemeineres Funktional.

5.1 Die kinematische Hauptformel fiir Kriimmungsmafle

Das Hauptergebnis von Kapitel 5 ist die folgende Aussage:

Satz 5.1.1. (Kinematische Hauptformel) Sind K, K’ € R Mengen des Konvexrings
und sind A, B € B(S™), so gilt

©;(K N pK', AN pB)dv(p) = > _ (K, A)®,; «(K',B)  (5.1)

5O0n+1 k=Jj
fir 3 €{0,...,n}.

Dem Beweis von Satz 5.1.1 stellen wir vier Hilfssdtze voran, die sich leicht
aus Bekanntem ergeben. Dazu zunéchst einige terminologische Festlegungen: Sind

o2
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K,K' € K, so trennt die (n — 1)-Sphére H die Kérper K und K’, wenn fiir einen
Normalenvektor u von H die Inklusionen K C {u} V H und K’ C {—u} V H gelten;
die Korper K und K’ beriihren sich, wenn K N K’ # () gilt und eine (n — 1)-Sphére
existiert, die K und K’ trennt. Wir setzen

SO 1(K,K") :=={p € SO,,1 : K und pK' beriihren sich} .

Es ist leicht zu sehen, da§ SO,,,1(K, K') abgeschlossen, insbesondere also eine Borel-
Menge ist.

Hilfssatz 5.1.2. FEs seien K, K’ € K konvexe Korper, die sich nicht berihren, und es
sei (K;)ien eine Folge in IC mit lim; oo K; = K. Dann gilt lim;_,.(K;NK') = KNK'.

Beweis: Ist KN K' =0, so gilt K; N K’ = () fiir fast alle i und damit lim; oo (K; N
K)=KnNK =0.Ist KNK'#(, so sind die Kérper K, K’ € K(R"™) nicht durch
eine Hyperebene trennbar. Aus Theorem 1.8.8 in Schneider [39] folgt daher

lim K;,NK' = lim(K;NK)=KNK =KNK'.
1—00

1—+00
Nach Hilfssatz 2.3 gilt deshalb lim; ,.(K; N K') = K N K. m
Hilfssatz 5.1.3. Sind S,S’ € S Untersphdiren, so gilt fir v-fast alle p € SO,41
SnpS €Sy,

wobei k := max{—1,dim S + dim S" — n} ist.

Beweis: Ist S = S™ oder " = S™, so ist die Aussage trivial. Seien daher S, S" # S™.
Wir setzen L :=1in S, L' :=1lin S’. Ist SN pS" ¢ Sy, so gilt

LNpL' #{o} und lin (LUpL')#R".

Aus Lemma 4.5.1 in Schneider [39] folgt daher die Behauptung. |

Hilfssatz 5.1.4. Sind P, P’ € P Polytope, so gilt v(SO,1(P, P")) = 0.

Beweis: Es sei p € SO,41(P, P’), und es sei H eine (n — 1)-Sphére, die P und
pP’ trennt. Es gilt PN H € F(P) und P'Np'H € F(P'). Wir setzen S := S" N
lin (PN H), S :=S5"Nln (P NptH). Es gilt S,pS’ C H und dim(S N pS’) > 0.
Eine Unterscheidung der Falle dim .S + dim S < n — 1 und dim S + dim S’ > n zeigt
dim(S N pS’) > max{—1,dim S + dim S” — n} und deshalb

n—1
pel) U {9€80,4 :dim(S" N (lin FNlin 9F')) > max{—1,i+j —n}}.
ij=0 FEF,(P)

F'eF;(P)

Aus Hilfssatz 5.1.3 folgt nun die Behauptung. [ ]
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Hilfssatz 5.1.5. Es seien K, K' € K derart, daff K und K' sich nicht berihren;
ferner sei K ¢ S. Dann gilt KN K' ¢ S oder KN K' = 1{).

Beweis: Wir zeigen zuerst die folgende Aussage, auf die wir spater noch einmal
zuriickkommen werden: Ist K N K’ # () fiir konvexe Korper K, K’ € K und gilt
relint K Nrelint K’ = (), so beriihren sich K und K’. In diesem Fall ist nimlich einer
der Korper keine Untersphire, die beiden Kegel pos K, pos K’ haben daher keine
relativ inneren Punkte gemeinsam. Nach Theorem 1.3.8 in Schneider [39] existiert
deshalb eine Hyperebene in R"*!, so daf die beiden Kegel in verschiedenen von ihr
begrenzten abgeschlossenen Halbraumen liegen. Ist S der Schnitt dieser Hyperebene
mit S™, so gilt S € S,,_1 wegen o € pos K Npos K’', und die Korper K, K’ werden
von S getrennt.

Nun seien die Voraussetzungen von Hilfssatz 5.1.5 gegeben, und es sei KNK' # (.
Aus der vorangegangenen Uberlegung folgt relint K Nrelint K’ # 0, es gibt also ein
x € (relint K)NK'. Nehmen wir —z € K an, so existiert zu jedem y € K\{z, —z} ein
z € K\{—y} mit z € relint [y, z] und damit —y € [z, —z] C K. Es gilt also K = —K
und daher K € S. Dieser Widerspruch zeigt —z ¢ K und damit —x ¢ K N K’. Es
gilt also KNK' ¢ S. ]

Beweis von Satz 5.1.1: Wir zeigen Gleichung (5.1) zuerst fiir Polytope P, P’ € P.
Um die Meflbarkeit des Integranden zu zeigen, verwenden wir das in Schneider &
Weil [42], S. 61 f., ausgefithrte Argument. Fiir beliebiges p € SO, 11 sei die Abbildung
T,:S™ — S™ x S™ gegeben durch T,(z) := (z,p 'z). Das Bildmaf

0D (p, P, P',-) :=T,(®;(PNpP,-))

von ®;(P N pP’,-) unter der (stetigen) Abbildung 7, ist ein endliches Borel-Maf auf
S™x 8™, Unter Verwendung von Hilfssatz 5.1.2, der Stetigkeit der Abbildung p +— pP”
und der Stetigkeit des KriimmungsmaBes ®; sieht man wie in [42], S. 62, daf fiir alle
stetigen Funktionen f : S™ x S™ — R die Abbildung

SOn—I—l — R, p = / fd(p(])<p, P> Pla ')a
Snx.Sn

stetig ist auf der Menge SO,,11\SO,+1(P, P'). Aus Hilfssatz 7.2.2 in [42] folgt nun,
daf} die Abbildung

pr—= @D (p, PP Ax B)=®;(PNpP, AN pB)

auf SO, 11\SO,+1(P, P') meBbar ist fir alle A, B € B(S™"). Da SO,.1(P, P') nach
Hilfssatz 5.1.4 eine v-Nullmenge ist, ist das fragliche Integral fiir den Fall von Poly-
topen erklért.
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Fiir beliebiges P’ € P und offenes B C S™ definieren wir nun ¢ : P x B(S") = R
durch

P(PA) = / Q;(PNpP ANpB)dv(p).
SOn+1

Die Abbildung v erfiillt die Voraussetzungen des Charakterisierungssatzes 4.2.2: We-
gen des Satzes von der monotonen Konvergenz ist (P, -) ein auf P konzentriertes
(endliches) Borel-Ma8, aus der Additivitét von ®; folgert man die Additivitét von v,
aus der Drehkovarianz von ®; und der Linksinvarianz von v folgt die Drehkovarianz
von v, und auch die Eigenschaft von 1, lokal erklart zu sein, sieht man leicht ein: Ist
A C S" offen und sind P, P, € P mit PN A = P,N A, so gilt fiir alle A’ € B(S™)
mit A" C A die Gleichungskette

WP A = / (P 1 pP', A' 1 pB) dv(p)
SOni1
= [ SR pP A0 pB) dv(p) = (P ).
Son+1

da PLNpP NANpB =P,NpP NANpB gilt, AN pB offen ist und ®; lokal erklért
ist. Nach Satz 4.2.2 gibt es also Konstanten cg,...,c, > 0, die nicht von P und A
abhéngen, so dafl

®;(PNpP' AN pB)dv(p) =) cx®i(P, A)
SOm it k=0

gilt fiir alle P € P und alle A € B(S™). Setzt man P = Sy mit Sy € Sk, k € {0,...,n},
und A = 5", so ist ®;(P, A) = §i; und daher

Cp = / (S N pP', pB)dv(p).
SOnt1

L&Bt man hier beliebige B € B(S™) zu, so kann man wie oben Satz 4.2.2 anwenden,
und man erhdlt mit gewissen Konstanten by, > 0, die unabhéngig sind von P’ und
B, die Gleichung

k= by®(P, B) = / ®;(Se N pP', pB) dv(p) .
=0 SOms
Wihlt man speziell P/ = S; € S und B = S™, so ist S, N pS; € § mit [ =
max{—1,k + i — n} fiir v-fast alle p € SO,,;; nach Hilfssatz 5.1.3 und daher

b — 1, fallsi=n+j—k
* 7 0, sonst.
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Damit ist ¢ = --- =¢;-1 =0 und ¢ = @, ;_(P', B) fiir k € {j,...,n}, somit gilt
/ O, (PN pP', AN pB)dv(p Z@k (P, A)®, ; (P, B) (5.2)
SOpi1 k=j

fiir alle P, P € P, A € B(S™) und offene B C S™; da beide Seiten jedoch Mafe sind
in B, kann man in (5.2) auch beliebige Borel-Mengen B € B(S™) zulassen.

Wir schieben eine kleine Zwischenbetrachtung ein. Es seien zwei Polytope P, P’ €
P gegeben, und eines davon, etwa P, sei keine Untersphére. Man kann fiir diesen Fall
Formel (5.2) dazu benutzen, das Mafl der Menge aller Drehungen p, fiir die PNpP’ # ()
ist, explizit zu berechnen. Fiir alle p € SO, 1\SO,+1(P, P’") ist dann P N pP" = ()
oder PN pP" ¢ S nach Hilfssatz 5.1.5, und nach der Bemerkung 1 im Anschlufl an
Korollar 4.3.3 gilt fiir diese p

/2
N[ 1, falls PNpP #0
2;%‘/2’9(]3“[’}3)_{0, falls P pP' =0

Wir erhalten daher unter Verwendung von Hilfssatz 5.1.4 und Gleichung (5.2)

[n/2]

v({p € S0, : PP £0)) = 2 / S V(P 1 pP') dr(p)
§Onsy k=0
n/2] n
= 2) ) Vi(P)WVosm(P'). (5.3)
k=0 =2k

Nun wollen wir in Gleichung (5.2) das Polytop P durch einen allgemeinen konve-
xen Korper K € K ersetzen. Um die Mefibarkeitsiiberlegungen wie zuvor durchfithren
zu konnen, miissen wir zeigen, dal die Menge aller p € SO, 4, fir die K und pP’
sich beriihren, eine v-Nullmenge ist. Wir kénnen voraussetzen, dafl K keine Unter-
sphére ist, und wéhlen Polytope P, P, € P, die ebenfalls keine Untersphéren sind,
mit P, C K C P,. Es gilt

SOni1 (K, P') C
C 50,1(PLP)U ({p € SOu - By pP £ DM (p € 80,0+ i1 P £0}).

Wir konnen daher v(SO,, 1 (K, P’)) mit Hilfe von Gleichung (5.3) und Hilfssatz 5.1.4
nach oben abschétzen; wir erhalten

[n/2] n

V(SO (K, P)) <2 3 (Vi(P) = Vi(P)) Vaganaa(P).
k=0 I=2k
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Da wir K durch die Polytope P, und P, im Sinne der Hausdorff-Metrik gem&fl Hilfs-
satz 2.5 beliebig genau approximieren kénnen und die inneren Volumina stetig sind,
erhalten wir v(SO,,41(K, P')) = 0. Das zuvor verwendete MeBbarkeitsargument zeigt
daher, da8 fur alle K € I, P’ € P und alle A, B € B(S™) die Abbildung

p— ®;(KNpP' AN pB)

v-fast iiberall mit einer mefibaren Abbildung tibereinstimmt.
Eine mafitheoretische Standard-Schlufiweise (vgl. [42], S. 66 f.) zeigt, daB die Giil-
tigkeit von

[ wE P AN B dvlp) = Y 0K A (P B) (54)
SOn41 k=j

fir alle A, B € B(S™) dquivalent ist zu

f@)g(p~'a) d®;(K N pP', x) dv(p)
SOni1 S™

- Z /qu)k(K’) /gdq)n+j—k(Pl,') (55)

k:] Sn Sn

fiir alle stetigen Funktionen f, g : S™ — R. Approximiert man nun K durch eine Po-
lytopfolge und benutzt man Hilfssatz 5.1.2, die schwache Stetigkeit der Kriimmungs-
maBe, ¥(50,,4+1(K, P')) = 0 und und den Satz von der majorisierten Konvergenz, so
erhdlt man (5.5) und damit (5.4).

Nun kann man in einem weiteren Schritt auch P’ in genau derselben Weise durch
einen allgemeinen konvexen Korper K’ ersetzen: Zuerst benutze man (5.4), Hilfssatz
5.1.5, die Gleichung v (SO, 41 (K, P')) = 0 und Korollar 4.3.3, um v(SO,, 1 (K, K')) =
0 zu zeigen. Dann zeigt das obige Mefbarkeitsargument, dafl das Integral in (5.1)
erklart ist. Die Aussage des Satzes fiir beliebige K, K’ € I erhidlt man nun wie oben
durch Approximation.

Der Ubergang von konvexen Kérpern zu Mengen des Konvexrings kann genau
wie in [42], S. 75, geschehen; der besseren Ubersichtlichkeit halber fithren wir das
Argument hier aus. Es sei K € R eine Menge des Konvexrings, und sei K’ € K nach
wie vor ein konvexer Korper. Wahlen wir eine Darstellung K = U, K; mit K; € K,
so gilt

K NpK', )= Y (-1 (K, npK', )

veS(m)
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und damit

/ ®;(K NpK', AN pB)dv(p)

Son+1
= 3 GO [ ey npK AN pB)dvlp)
veES (M) SOn+1
= > (=DM " a(K,, A)®, k(K. B)
veS(m) k=3

= (K, A)®,; (K',B).
k=j

(Zur Notation bei der Anwendung des EinschliefSungs-Ausschliefungs-Prinzips vgl.
das Ende von Kapitel 2.) Nun kann in einem zweiten Schritt vollig analog auch K’
durch eine Menge des Konvexrings ersetzt werden. [ ]

Bemerkung: Beim Beweis der kinematischen Hauptformel fiir Polytope haben wir
uns hier auf den Kennzeichnungssatz 4.2.2 fiir Kriimmungsmafle gestiitzt. Eine Be-
weisalternative wiirde darin bestehen, fiir den Fall von Polytopen eine Version der
kinematischen Hauptformel fiir Stiitzmafle zu zeigen, indem man den Kennzeich-
nungssatz 4.2.1 fiir Stiitzmafle verwendet, und dann die Formel fiir Kriimmungsma-
Be durch Spezialisierung zu gewinnen. Dieses Vorgehen hétte insofern elementare-
ren Charakter, als dabei neben Mefibarkeitsaussagen nur die Charakterisierbarkeit
des sphérischen Lebesgue-Mafles durch seine Drehinvarianz und Normierung eingeht,
nicht jedoch das weniger elementare Ergebnis aus Hilfssatz 4.2.3. Da wir aber den
Einsatz von Satz 4.2.1 in den Kapiteln 6 und 7 noch demonstrieren werden, haben
wir es vorgezogen, uns in diesem Abschnitt auf Satz 4.2.2 zu berufen; dies ermdoglicht
hier eine elegantere Argumentation. (Satz 4.2.2 werden wir ohnehin noch beim Beweis
der ,abstrakten* kinematischen Hauptformel in Abschnitt 5.3 zu verwenden haben.)
Anzumerken wére vielleicht noch, daf§ ein Verwenden von Satz 4.2.1 — was die ein-
gesetzten Hilfsmittel angeht — der Beweismethode von Schneider & Weil [41, 42] fiir
die kinematische Hauptformel fiir Kriitmmungsmafle von Polytopen in R™ entsprechen
wiirde.

5.2 Folgerungen aus der kinematischen Hauptformel

Aus der kinematischen Hauptformel gewinnen wir nun einige, z.T. einfache, aber
dennoch bemerkenswerte Folgerungen. Wir notieren zunéchst ein Resultat, das wir
im Verlauf des Beweises von Satz 5.1.1 gewonnen haben.
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Korollar 5.2.1. Fir K, K' € IC gilt v(SO,+1(K,K")) =0.

Bemerkung: Der Beweis von Satz 5.1.1 zog sich dadurch etwas in die Lange, daf3
man in mehreren Schritten die Aussage von Korollar 5.2.1 zeigen mufite. Diese Aus-
sage folgt aber auch in einfacher Weise aus Corollary 2.3.11 in Schneider [39]. Da
der Beweis dieses Resultats aber sehr aufwendig ist, haben wir fiir unsere Zwecke die
obige elementarere Argumentation vorgezogen.

Durch Spezialisierung gewinnen wir aus Satz 5.1.1 die folgenden beiden Korollare.
Korollar 5.2.2. Ist K € R und A € B(S"), so gilt

/ ®;(KNS,ANS)duy(S) = Ppsjyl K, A).

Sq

fir alle g € {0,...,n} und j € {0,...,q}.

Korollar 5.2.3. Sind K, K' € R, so gilt
[ VK QI () = ST VAR Vi ()
SO0n11 k=j

fiir alle 7 € {0,...,n}.

In einer klassischen Version der kinematischen Hauptformel im euklidischen Raum
tritt als Integrand die Euler-Charakteristik des Schnittes des ruhenden und des be-
wegten Korpers auf. Nach Korollar 4.3.3 kann man die Euler-Charakteristik x(K)
eines Elementes des Konvexrings K € R durch

[n/2]
X(K) =2 Z Vo (K)

mit Hilfe der inneren Volumina ausdriicken. Wir erhalten daher:

Korollar 5.2.4. Fir K, K' € R gilt

/2] n
XE K ) dv(p) =2 " Vi(K) Vs (K') .

SOpi1 k=0 =2k
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Fiir das Maf3 der Menge der Drehungen, die einen konvexen Korper K’ in Trefflage
zu einem zweiten konvexen Korper K bringen, wurde in Spezialfillen schon im Beweis
von Satz 5.1.1 ein expliziter Ausdruck angegeben. Allgemein gilt folgendes:

Korollar 5.2.5. Sind K, K' € K und ist K ¢ S, so gilt

n/2] n

v({p € SO, 1: KNpK' #0}) =2 Z Z VI(K)Vigak—1(K');

k=0 1=2k
mit Sy(K) :={S € S,: KNS #0} gilt speziell fir K € K\S

/2]
Ve(Sq(K)) =2 Z Vi—qran(K)

k=0

fiir alle ¢ € {0,...,n}.

Beweis: Wegen Hilfssatz 5.1.5 ist x(K N pK') € {0,1} und x(K NpK') =1 <~
K npK' # ( fir alle p € SO,11\SO,11(K, K'). Wegen v(SO,,11(K, K')) = 0 folgt
die Aussage daher aus Korollar 5.2.4. [ ]

Bemerkung: Die in Abschnitt 4.2 definierten Funktionale U; = ch(zo_j /2] Vjtar auf
KC erfahren durch Korollar 5.2.5 eine geometrische Interpretation, die einer bekannten
Eigenschaft der euklidischen Quermafintegrale entspricht. Aus diesem Grund sind da-
her auch die Funktionale U; als sphérische Analoga der Quermafintegrale bezeichnet
worden. Nach Korollar 5.2.5 sind die U; auf K\S monoton wachsend bez. der In-
klusion, und man konnte eine Entsprechung zu Hadwigers ,,zweitem Funktionalsatz®
fir die U; vermuten; in Abschnitt 4.2 haben wir eine solche Aussage als Problem
formuliert.

Fiir K € K mit int K # () ist nach Satz 4.4.3 die Oberfliche von K bis auf einen
Faktor gleich V,,_1(K). Die Gleichung

Via (K) = 5 1 (8,(K))

(K ¢ S) verdient daher besonderes Interesse. Wie schon erwihnt, ist V,,_1 = U,_;
monoton wachsend auf K\S in bezug auf die Inklusion, und wegen Gleichung (4.1),
S. 36, ist entsprechend Vj monoton fallend auf K£\S. Das Beispiel einer Halbsphire
und der sie berandenden (n — 1)-Sphére zeigt, daf§ V;,_; nicht auf ganz X monoton
wachsend ist.

Aus der kinematischen Hauptformel kann man leicht eine integralgeometrische
Formel fiir die in Abschnitt 3.2 eingefiihrten Kriimmungsvektoren k; ableiten:



5 KINEMATISCHE FORMELN FUR KRUMMUNGSMASSE 61
Korollar 5.2.6. Fir K, K’ € K und j € {0,...,n} gilt

ki(KNpK')dv(p Zkz Va1 (K').
Son+1

Beweis: Wie im Beweis von Satz 5.1.1 erwahnt, ist die Gleichung

//f )dd,; (K N pK', z)dv(p /fd(I)l ) Vi (K')

SOp+1 5™ 1= &n

fiir alle stetigen Funktionen f : S™ — R eine direkte Folgerung der kinematischen

Hauptformel. Setzen wir f(z) := x; fir x = (xy,...,2,11), so ergibt sich die Be-
hauptung. (Man kann die obige Formel analog auch fiir K, K’ € R formulieren und
beweisen. ) -

Aus den bisher behandelten Schnittformeln lassen sich durch Ubergang zu den Po-
larkorpern weitere integralgeometrische Formeln gewinnen. In dem folgenden Korollar
geben wir globale Formeln an, die sich in einfacher Weise aus Satz 5.1.1 ableiten las-
sen. Wir bemerken, dal man das in Abschnitt 4.3 durch V_;(K) := V,(K*) definierte
Funktional V_; aufgrund von Satz 4.3.1 mittels der inneren Volumina ausdriicken
kann: Es gilt Vo1 =1->"" ,V,.

Korollar 5.2.7. Sind K, K' € K, so gilt fir j € {—1,...,n— 1} die Gleichung

/VKVpKdu ka Wik 1 (K'Y

SO k=—1

ferner gilt

/V(K\/pK’du _1—221/ Wi (K') .

SO i1 k=—11l=-1

Beweis: Wegen (K NpK')* = K*V pK"™ und Gleichung (4.1), S. 36, ergibt sich die
erste Gleichung aus Korollar 5.2.3 durch Ubergang zu den Polarkérpern. Nach Satz
4.3.1 gilt

n—1
Vi(KVpK') =1- Y V(K VpK'),
k=-1

daher folgt die zweite Gleichung aus der ersten. [
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Bemerkung: Bei der ersten der beiden Gleichungen von Korollar 5.2.7 ist zu be-
achten, daB effektiv nur iiber die Menge aller p integriert wird, fiir die K und pK’
in einer Halbsphére enthalten sind; wegen V;(S™) = 0 fiir j € {—1,...,n — 1} ist
der Integrand auf dem Komplement dieser Menge gleich Null. Eine weitreichende
Verallgemeinerung unter Verwendung der Stiitzmafle wird in Kapitel 6 behandelt.

,Duale” kinematische Formeln gibt es auch fiir die Kriimmungsvektoren. Nach
Hilfssatz 3.2.4 gilt
k?](K> = —O[jk’n_j(K*)

fiir alle K € K und alle j € {0,...,n}, wobei

CAB By 1 2B,
&.:(n J)Bn—ii1 je{l,...,n—1}, und ozn:—:—ﬂ -

’ ]ﬂjﬂn—j—l 7 o nﬂn

ist. Mit Korollar 5.2.6 und Gleichung (4.1) erhalten wir daher das folgende Ergebnis:

Korollar 5.2.8. Fir K, K' € K und j € {0,...,n} gilt

/ Ky (K V pK) dv(p) = 3 % ky(K)Via (K).

o
SO 1=0

Ist K € K und ist K’ eine Untersphére, so gelangt man beim Dualisieren der
kinematischen Hauptformel schnell zu Gleichungen, die in Analogie stehen zu den
Projektionsformeln der euklidischen Integralgeometrie. In diesem Abschnitt behan-
deln wir die Projektionsformeln nur in ihren globalen Versionen, fiir lokale Verallge-
meinerungen sehe man Kapitel 6.

Ist K € Kund ist S € S, so sei

K|S:=(KVvS)NnS

die Projektion von K in S. Ist K N .S* = ), so ist K|S das Bild von K unter der
metrischen Projektion auf S. Wir bendtigen den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 5.2.9. Es sei K € K und S € §. Dann ist K* NS der Polarkdrper von
K|S in der Untersphdire S. Gilt KN S* # 0, soist K*NS =0 (< K|S =25),
oder es beriihren sich K und S*. Gilt KN S* =0 und ist K ¢ S, so ist K|S # S.

Beweis: Der konvexe Korper (K*NS)*N.S ist der Polarkorper von K*NS, gebildet
in der Untersphire S. Wegen K|S = (K VvV S*)NS = (K*NS)*N S gilt die erste
Behauptung.
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Ist KNS*# P und K|S # S, soist KV .S* # 58" nach Definition von K|S. Es
existiert also eine abgeschlossene Halbsphére, die K V S* enthélt. Da S* € § ist, ist
S* in ihrem Rand enthalten, und dieser trennt damit S* und K.

Ist K NS* = () und ist K ¢ S, so haben die euklidisch konvexen Korper
K,S* € K(R"!) keine relativ inneren Punkte gemeinsam. Es existiert daher eine
Hyperebene in R die K und S* trennt ([39], Theorem 1.3.8). Sei H der Schnitt
dieser Hyperebene mit S™. Wegen o € K N S* gilt H € S,,_; und wegen S* € S gilt
S* C H. Sei w € H* mit K C H V {u}. Dann gilt KV S* C H V {u} und damit
K|ScSn(HVA{u})#S. n

Korollar 5.2.10. FEs sei K € K und ¢ € {0,...,n— 1}. Dann gilt

[ V1) du(5) = Vi)

Sq
firje€{0,...,q—1}.

Beweis: Die Gleichungskette

[ vix1s)dn(s)

Sq

- [ vweamE s [ VKIS n(s)
{SeSy:KNS*=0} {S€S:KNS*#(}

= [ @S
{SeS: KNS*=0}

= [ Ve ns)an)

{SeSs:KNS*=0}

= [ veawnsians) s [ VK S dus)
{SeS: KNS*=0} {58, KNS*#0}

= [ Vi (K 18) d(3)
Sq

= Vaj-1(K7)

— (K

zeigt die Behauptung; benutzt haben wir dabei die ersten beiden Aussagen von Hilfs-
satz 5.2.9, v(SO,41(K, S*)) = 0, Korollar 5.2.3 und Gleichung (4.1). n
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Bemerkung: Korollar 5.2.10 wird in Kapitel 6 durch eine lokalisierte Fassung we-
sentlich verallgemeinert werden.

Auch fiir den Fall j = ¢ gibt es eine Projektionsformel. Da hier die Ableitung
aus der kinematischen Hauptformel weniger direkt als bei den bisherigen Resultaten
ausféllt, formulieren wir das Ergebnis als Satz.

Satz 5.2.11. Fiir q € {0,...,n} und konvere Korper K € IC gilt

[ ValK18)din(8) = Y180,

Sq

Beweis: Es sel K € K, und essei ¢ € {0,...,n}. Ist K € §; mit j € {0,...,¢—1},
so ist dim(K Vv S§*) < n und daher dim(K|S) < ¢ fiir alle S € S,. Fiir K € S; mit
Jj€{qg....,n}ist KV " = 5" und damit K|S = S fiir y,-fast alle S € S,. Die
behauptete Formel ist daher im Fall K € S richtig. Wir konnen daher von nun an
K ¢ S annehmen.

Wir stellen zunéchst einige Hilfsmittel zusammen. Fir 7" € §,,_,_; betrachten wir
die durch T* — S,,_,, © = TV {z, —z}, definierte Abbildung. Das BildmaS8 des auf 1
normierten sphérischen Lebesgue-MaBles auf 7* unter dieser (stetigen) Abbildung be-
zeichnen wir mit v} . Aus Schneider & Weil [42], (6.7), S. 150, folgert man unschwer
die Beziehung

nea )= [ (A) vy (T) (5.6)

fiir beliebige A € B(S,—,)-
Ist S € S mit KNS* =10, soist K|S # S wegen K ¢ S nach Hilfssatz 5.2.9,
und es gilt die Aquivalenz

KNR#() < (KVS*)NR#0) < (K|S)NR#

fiir jedes R € S,,_, mit S* C R. Wir erinnern an die Bezeichnung S,(K) :={S € S, :
KNS #0}. Davy” auf der Menge {R € S, : S* C R} konzentriert ist, gilt daher
fiir alle S € S, mit KN S* =0

Vo g(Snq(K)) = 17 4(Suq(K1S))

n—q n—q

_ éwmsw—(ms»
— 2V(K]9),

wobei die Definition des Mafles v/~
gilt im iibrigen

Anwendung fand. Fiir S € S, mit K N S* # ()

q
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Es folgt

Vo (K[S) dg(S5)
{Se8,:KNS*=0}

_ % / VS (Su_q(K)) dug(S)

{SeS;:KNS*=0}

=5 / VL (Sn ) dry(S) = v ({S € S, KNS £ 0})) .

Sq
Aus der Definition der Mafle v, und v,_,_; entnimmt man unmittelbar
Vg(A) = Vp—g1({T € Spygr : TF € A})

fir alle A € B(S,). Damit erhalten wir aus dem eben Gezeigten unter Verwendung
von (5.6)

Vo(K|S) dvy(S)
(S8, KNS*=0}

—5 ([ Su B e () (S ()

Snqul

(-0 SnalF)) = Vg 1(Sng 1 (K) )

Ist KNS*# 0, soist K|S =S und damit V,(K1S) = 1, oder es beriihren sich K
und S* (Hilfssatz 5.2.9). Wegen v(SO,41 (K, S*)) = 0 ist daher

DN | —

[ vEIs)ans) = wises, Kns 2o
{SES:KNS*£0}
e r(Sa g (K)).

Zusammenfassend erhalten wir

1
J VKIS A(S) = 5 (1l SamalF) + vges (S 1K)
54

1 [(n—q)/2] [(n—g—1)/2]
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wobel Korollar 5.2.5 verwendet wurde. ]

Bemerkung: Aufgrund von Satz 5.2.11 konnte man auch die Funktionale W; :=
Py ; Vi auf K als sphérische Analoga zu den euklidischen Quermaflintegralen anse-
hen. Die globalen Projektionsformeln hitten bei Verwendung dieser Funktionale die
einfache Gestalt

[ WitK1S) du(5) = Wi(x0)
SES,
fir alle K € K und j € {0,...,q}. Aus Satz 5.2.11 folgt die Monotonie der Funk-
tionale W, auf K. Die in Abschnitt 4.2 im Zusammenhang mit den W; formulierte
Frage steht also in enger Verbindung mit Hadwigers ,,zweitem Funktionalsatz® fiir
euklidische Quermafintegrale.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Beispiel fiir die Anwendbarkeit der kine-
matischen Hauptformel und ihrer Folgerungen in der stochastischen Geometrie be-
schlieen. Es soll eine spezielle geometrisch definierte Wahrscheinlichkeit berechnet
werden.

Unter einem uniformen zufilligen Punkt in S™ verstehen wir eine Zufallsvariable
mit Werten in dem mefibaren Raum (S™, B(S™)), deren Verteilung mit dem zu einem
Wahrscheinlichkeitsmafl normierten sphérischen Lebesgue-Maf {ibereinstimmt. Es sei

nun m € N, und es seien m + 1 unabhéingige uniforme zuféllige Punkte Xj,..., X,,
in S™ gegeben. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit der die Punkte
Xo, ..., X, in einer passenden abgeschlossenen Halbsphére enthalten sind.

Als Hilfsmittel verwenden wir Iterationen der globalen Version der kinematischen
Hauptformel. Sind Ky, ..., K,, € K und ist j € {0,...,n}, so gilt

[ VKR 00 g d(p) - dv(on)
SOn+1 SOn+1

= > ViKY, (K

30seesim =3
Jo+rtim=mntj

wie man durch einfache Induktion aus Korollar 5.2.3 folgern kann. Mit Hilfe der
Gauf3-Bonnet-Formel erhélt man somit

/ X(EKo N pr Ky N0 p ) dv(p) -+ - dv(pr)
SOn+1 SOn+1

[n/2] n
=2>, > V(Ko Vi (Kn).
1=0 JOsees Jm=21

Jo+-Fim=mn+2i

Punkte xg,...,z,, € S™ sind genau dann in einer passenden abgeschlossenen Halb-
sphére enthalten, wenn die m + 1 Halbsphéren {zo}*, ..., {2z, }* nichtleeren Schnitt
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besitzen. Wéhlen wir daher Ky = --- = K,,, := K mit einer beliebigen abgeschlosse-
nen Halbsphéire K, so folgt aus Hilfssatz 5.1.5 und Korollar 5.2.1, daf§ die gesuchte
Wahrscheinlichkeit p gegeben ist durch

p = / / X(KOp KO0 ppK) dv(pn) - dv(pr)
SOn+1 SOn+1
[n/2] n
= 2> Y Vi(K)-V, (K)
i=0 G0»- 1 im=2i
Jjo+ - Fim=mn+2i
[n/2] n

1
=2 X
1=0 jOw-wj’mE{”_la"}

Jo+-+im=mn+2i

denn es gilt Vo(K) =--- =V, o(K) =0und V,_1(K) = V,(K) = 1/2. Sind genau k
der Zahlen jo, ..., jm € {n — 1,n} mit jo+ -+ + j,, = mn + 2i gleich n — 1, so gilt

k = n — 2i. Damit erhalten wir
m+1 1 < /m
(n—Qi) _Q_mz(z>

1=0

2
P=5m :
=0
Diese Formel fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit wurde auf vollig anderem Wege
zuerst von Wendel [47] bewiesen. Auf die Moglichkeit einer Ableitung aus der sphéri-
schen kinematischen Hauptformel hat Miles [24], S. 155, hingewiesen.

5.3 Die abstrakte lokale kinematische Formel

Die folgende Aussage stellt eine direkte Konsequenz von Satz 4.2.2 dar: Es sei
A K x B(S™) — R eine Abbildung mit den folgenden finf Eigenschaften. (a) Fiir
alle K € K ist A(K,-) ein auf K konzentriertes, endliches positives Maf}; (b) die Ab-
bildung K — A(K,-) ist additiv; (c¢) die Abbildung K +— A(K,-) ist schwach stetig;
(d) A ist lokal erklért; (e) A ist drehkovariant (die letzten beiden Eigenschaften seien
hier im gleichen Sinn wie in Satz 4.1.3 verstanden). Dann ist A als Linearkombinati-
on der Kriitmmungsmafle ®g, ..., ®,, darstellbar. Eine Anwendung der kinematischen
Hauptformel aus Satz 5.1.1 ergibt daher

ANK NpK', AN pB)dv(p) = zn:Ak(K, A)®, (K', B) (5.7)

SO k=0

fir alle K, K’ € K und A, B € B(S™), wobei die Ay, ihrerseits Linearkombinationen
der Kriimmungsmafle sind. Wahlt man fiir K’ speziell j-dimensionale Untersphéren,
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j €{0,...,n}, und setzt man B = S™, so erhélt man die Darstellung

A (K, A) = / AK N S, A) dvm_(S).

Wie in diesem Abschnitt gezeigt werden soll, gelten Formeln vom Typ (5.7) auch
fiir Maflie A(K,-), K € K, die nicht als Linearkombinationen von Kriimmungsmaflen
darstellbar sind. Von den oben genannten Forderungen an A soll ndmlich nun die
Eigenschaft (e) der Drehkovarianz wegfallen. Am Ende dieses Abschnitts werden wir
durch Angabe von Beispielen demonstrieren, dafl damit eine weit groflere Klasse von
Maflen zur Betrachtung zugelassen wird.

Wir beginnen nun, die angestrebte ,,abstrakte® Version der kinematischen Haupt-
formel zu formulieren. Es sei eine Abbildung A : K x B(S™) — R mit den folgenden
vier Eigenschaften gegeben:

(a) Fir alle K € K ist A(K, ) ein auf K konzentriertes (endliches) Maf.
(b) Die Abbildung K — A(K,-) ist schwach stetig.

(c) Die Abbildung K — A(K,-) ist additiv.
)

(d) A ist lokal erklart, d.h. sind K, K’ € K und ist A C S™ offen mit KNA = K'NA,
so gilt A(K, B) = A(K’, B) fiir alle B € B(S™) mit B C A.

Fiir j € {0,...,n} definieren wir das j-te assoziierte Maff A; von A(K,-) durch

A (K, A) = / AK N S, A) dvm_(S).
Sn—j

Um zu zeigen, dafl das Integral erklart ist, betrachten wir eine beliebige stetige Funk-
tion f:S™ — R. Die Abbildung

S—j = R, SH/fdA(KﬂS,-),
Sn

ist dann nach Hilfssatz 5.1.2 bei allen S € §,,_; stetig, die K nicht beriihren. Aus
Hilfssatz 7.2.2 in Schneider & Weil [42] folgt daher die Mefibarkeit der Abbildung
S = AK NS, A) fir alle A € B(S™) auf einer Teilmenge von S,_; vom Maf3 1;
das Integral ist also wohldefiniert. Da die Abbildung K +— A(K,S™) stetig und der
Raum /C kompakt ist (fiir letzteres vgl. die Bemerkung im Anschlufl an Hilfssatz 2.3),
existiert eine Zahl C' > 0 mit A(K, A) < C fiir alle K € K und A € B(S™). Damit
gilt auch A;(K,S™) < C fir alle K € K. Der Satz von der monotonen Konvergenz
zeigt nun, daff A;(K-) ein endliches Maf ist.
Unser Resultat lautet nun wie folgt.
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Satz 5.3.1. Ist j € {0,...,n}, so gilt

[ A 0 A pB) ) = Y MK A (KB (58)

SOn i1 k=j

fir alle K, K' € K und A, B € B(S™).

Wegen Ay = A erhélt man aus Satz 5.3.1

/ ANKNpK',ANpB)dv(p) = iAk(K, AP, (K’ B),

$Cnir k=0

also eine Formel von gleicher Gestalt wie Gleichung (5.7). Fiir den Spezialfall A = &,
ist A; = ®; nach Korollar 5.2.2 (und da ®¢(K,-) auf K konzentriert ist). Unser
Ergebnis reduziert sich also in diesem Fall auf die kinematische Hauptformel von
Satz 5.1.1.

Beweis: Zunéchst mufl wieder die Mefibarkeit des Integranden der linken Seite
von (5.8) gezeigt werden. Wir weisen dazu nach, daf§ die assoziierten Mafie schwach
stetig sind. Ist dies gezeigt, so kann die Mebarkeit des Integranden wie im Beweis
der lokalen kinematischen Hauptformel eingesehen werden. Es sei (K;);cn eine Folge
in K mit lim; o K; = K € K. Ist S € §,,_; eine Untersphére, die K nicht beriihrt, so
gilt lim; oo (K; NS) = K NS nach Hilfssatz 5.1.2. Da dies fiir v,,_;-fast alle S € S,,_;
gilt, folgt wegen der schwachen Stetigkeit von A aus dem Lemma von Fatou

17— 00
Snfj S"*J‘

liminf | A(K; NS, A)di,_(S) > / AK N S, A) dvn_(S)

fiir alle offenen A C S™ und aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz

lim [ A(KiNS,S")dvn_s(S) = / ACK N S, S™) dvm_5(S).

1—00

n—j n—j

Damit sind die Abbildungen K — A;(K, -) schwach stetig.
Es seien nun K € K und eine offene Teilmenge A von S™ gegeben. Wir definieren
eine Abbildung v : K x B(S™) — R durch

VKB = [ MK AN pB) ().
SOni1

Die Eigenschaften (a), (¢) und (d) tibertragen sich von A auf die assoziierten Mafie A;
und daher auch auf ¢ (vgl. den Beweis von Satz 5.1.1). Wegen der Rechtsinvarianz des
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Mafles v ist ¢ drehkovariant. Die Einschrankung von ¢ auf P x B(S™) erfiillt daher
die Voraussetzungen des Satzes 4.2.2 iiber die Charakterisierung positiver Linearkom-
binationen von Kriimmungsmaflen. Es existieren also nur von K und A abhéngige
Konstanten cg, ..., c, > 0 mit

Y(K',B) =Y @, (K, B) (5.9)

k=0

fir alle Polytope K’ € P und alle B € B(S™).
Wir bestimmen nun die Konstanten ¢;. Einsetzen von Untersphéren fiir K’ und
die Wahl B = S™ ergibt

o — / AS(K (1 Sy, A) dvp x(Sh) = / / ACK 1 St 01 Ss, A) di5(Sa)dvn 1(Sh).
Sn—k Sn—k Snfj
Ist k+j > nund ist 51 € S,—y, so ist S} NSy = O fiir v,_;-fast alle Sy € S,

nach Hilfssatz 5.1.3; da A(K,-) auf K konzentriert ist, gilt deshalb ¢, = 0 fiir k €
{n—j+1,...,n}. Nun sei k + j < n. Setzen wir

X ={(5,952) € S, X Sp—j : dim(S1NSy) =n—k —j},

so gilt v, ® v,—;j(X) = 1, wieder nach Hilfssatz 5.1.3. Das Bildmaf8 der Ein-
schrénkung von v, ® v,,_; auf X unter der (stetigen) Abbildung

X_>Sn—k:—ja (SlaSQ) }_)SIQSQa

ist daher ein Wahrscheinlichkeitsmaf, und es folgt aus seiner Definition, dafl es dreh-
invariant ist. Nach einem elementaren Eindeutigkeitssatz fiir invariante Mafle (vgl.
etwa Schneider & Weil [42], Korollar 1.3.2) muf} es daher mit v,_j_; iibereinstimmen.
Wir folgern nun aus dem Satz von Fubini und dem Transformationssatz

cr = / AKNS A)dvy_k—j(S) = Ay (K, A) (ke{0,....,n—j}).
Sn_k—j
Wir zeigen nun, dafi das Mafl (K’,-) schwach stetig von K’ € K abhéngt. Sei
also (K;);en eine Folge in K, und sei K" € K mit lim; ,,, K; = K'. Es sei B C S"
offen, und es sei p € SO, 1 mit der Eigenschaft, dafl K und pK’ sich nicht beriihren.

Nach Hilfssatz 5.1.2 gilt dann lim; .., K N pK; = K N pK', und wegen der schwachen
Stetigkeit der assoziierten Mafle folgt

liminf A;(K NpK;, AN pB) > A;(KNpK', AN pB).

1—00
Eine Anwendung des Lemmas von Fatou ergibt wegen v(SO,,11(K, K')) =0
liminf (K, B) > 0(K', B)

1— 00
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Fiir K’ € P folgt aus Gleichung (5.9)

[ AU A () = 37 A, Ao 1)

SOn i1 k=j

zunéchst fiir offene A C S™. Da jedoch beide Seiten Mafle sind in A, gilt die Glei-
chung auch fiir beliebiges A € B(S™), und da diese MaBe jeweils schwach stetig von
K’ € K abhéngen, gilt sie auch fiir beliebiges K’ € K. Wegen lim; o V,,1;_(K;) =
Viti—k(K') ist also
zliglo (K, S™) = (K, S").
Damit ist K’ +— ¢ (K’,-) schwach stetig.
Gleichung (5.9) gilt also auch fiir beliebige K’ € K. Demnach gilt

Aj(K N pK', AN pB)dv(p) = Ap(K, A) @, ;_1(K', B)

SOn i1 k=j

fir alle K, K' € K, B € B(S") und zunéichst offene A C S™, dann aber auch fiir
beliebige A € B(S™). [

Es ist leicht moglich, eine Version von Satz 5.3.1 anzugeben, in der K und K’
Elemente des Konvexrings R sein konnen. Wir bemerken, dafl sich die assoziierten
MaBe A; wegen ihrer schwachen Stetigkeit nach Satz 2.6 in eindeutiger Weise additiv
auf den Konvexring fortsetzen lassen. Wie im Beweis der kinematischen Hauptformel
kénnen nun in (5.8) nacheinander die konvexen Korper K und K’ durch Elemente
des Konvexrings ersetzt werden. Wir halten dieses Ergebnis in dem folgenden Satz
fest:

Satz 5.3.2. Werden die additiven Fortsetzungen der assoziierten MafSe weiterhin mit
A;j bezeichnet, so gilt (5.8) auch fir Mengen K, K' des Konvezrings R.

Nun zu Beispielen fiir Abbildungen A : K x B(S") — R, die zwar die obigen
Eigenschaften (a) — (d) aufweisen, jedoch nicht notwendig drehkovariant sind. Wir
benutzen dazu eine von Schneider [40] ausgefiihrte Konstruktion, die zu gewissen
Varianten der KriimmungsmafBe fiir konvexe Korper im euklidischen Raum fiihrt.
Wie frither bezeichnen wir mit K(R"*!) die Menge aller konvexen Korper in R
In R™*! sei neben der euklidischen Metrik eine Metrik dp gegeben, deren Einheits-
kugel D streng konvex ist. (D ist ein zentralsymmetrischer konvexer Kérper in R™™!;
umgekehrt ist nach Vorgabe eines zentralsymmetrischen, streng konvexen Korpers
D, der o als Symmetriezentrum besitzt, die Metrik dp in eindeutiger Weise erklért.)

In folgender Weise werden nun fiir M € K(R"™) Maie ZP(M,-), j € {0,...,n},

J
definiert: Bezieht man die in der Definition der lokalen Parallelmenge eines konvexen
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Kérpers M € KC(R"™!) auftretende metrische Projektionsabbildung nicht wie iiblich
auf die euklidische Metrik, sondern auf die Metrik dp, so kann man — dies alles
ist in [40] n&her ausgefiihrt — eine Formel vom Steiner-Typ zeigen und durch die
Koeffizienten die MaBe ZP(M, ), j € {0,...,n}, definieren (in [40] wurden andere
Bezeichnungen gewihlt). Die Mafle E? besitzen folgende Eigenschaften: Fiir M €
KC(R™1) ist ZP(M,-) ein auf M konzentriertes endliches Borel-MaB auf R™*!, die
Abbildung M — ZP (M, -) ist additiv und schwach stetig, und schlieBlich ist Z lokal
erklart. Ist D eine euklidische Kugel mit o als Zentrum, so stimmen die Mafe Ef)
bis auf Faktoren mit den KriimmungsmaBen fiir konvexe Kérper in R™*! iiberein;
in allen anderen Fiéllen sind die Mafle EJD zwar translationskovariant, jedoch nicht
drehkovariant. Ist nun K € K ein sphérisch konvexer Korper und setzt man fiir
A€ B(S™)
A(K, A) :=E=P (K, A)

fiir ein j € {1,...,n}, wobei A := {\z € R"™!:0 < X\ < 1,z € A} ist, so erhalten
wir eine Abbildung A, die alle in Satz 5.3.1 geforderten Eigenschaften aufweist, die
jedoch nur dann drehkovariant ist, wenn D eine im Ursprung zentrierte euklidische
Kugel ist. In diesem Fall stimmt das Funktional A bis auf einen Faktor mit dem
Kriimmungsmafl ®;_; iiberein.

Literaturhinweise zu Kapitel 5

Erste Versionen der kinematischen Hauptformel in nichteuklidischen 2- und 3-
dimensionalen Rdumen konstanter Kriimmung stammen von Blaschke ([5], S. 76 ff.)
und Wu [49, 50]. Differentialgeometrische Versionen fiir Rdume konstanter Kriim-
mung von beliebiger Dimension hat Santalé [26, 29] behandelt. Santalé [31] leitete
auch sphérische Gegenstiicke fiir die Projektionsformeln der euklidischen Integralgeo-
metrie ab. Als allgemeine Referenz fiir Integralgeometrie in nichteuklidischen Réu-
men konstanter Kritmmung kann Teil IV des Buches von Santalé [30] dienen. Neuere
Beitrage, in denen ebenfalls differentialgeometrische Methoden verwendet werden,
stammen von Teufel [44], Ishihara [15] und Lee [19].

Wir gehen nun auf Beziehungen und Analogien der in diesem Kapitel gezeigten
Aussagen zu Satzen der euklidischen Integralgeometrie ein. Die kinematische Haupt-
formel (5.1) findet in R” ihre direkte Entsprechung in Satz 3.2.3 in Schneider & Weil
[42]. In [42], S. 81 ff., und in der dort zitierten Literatur findet man auch Hinweise
auf die Entstehungsgeschichte verschiedener Versionen der kinematischen Hauptfor-
mel im euklidischen Raum.

Als kinematische Hauptformel werden oft auch integralgeometrische Formeln be-
zeichnet, bei denen als Funktional im Integranden des kinematischen Integrals die
Euler-Charakteristik gewahlt wird (Korollar 5.2.4). Hier ergibt sich ein wesentlicher
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Unterschied zwischen Sphéire und euklidischem Raum: Wéhrend in R™ die Euler-
Charakteristik fiir Mengen des Konvexrings durch das 0-te innere Volumen gegeben
ist, ist sie in S™ eine Linearkombination der inneren Volumina. Diese Versionen der
kinematischen Hauptformel sind daher im sphérischen und euklidischen Raum von
unterschiedlicher Form. Entsprechend ist auch die Formel fiir das Mafl der Menge
aller Untersphéren einer festen Dimension, die einen konvexen Koérper treffen, von
anderer Gestalt als ihr euklidisches Gegenstiick.

Fiir Entsprechungen der kinematischen Formel fiir Kriimmungsvektoren (Korollar
5.2.6) im euklidischen Raum sehe man etwa die Hinweise in [39], S. 307, Note 6.

Kinematische Formeln, in denen die konvexe Hiille der Vereinigungsmenge des
ruhenden und des bewegten konvexen Korpers auftritt (Korollare 5.2.7, 5.2.8), ha-
ben im euklidischen Raum keine Entsprechung, da hier die Bewegungsgruppe nicht
kompakt ist; die betreffenden Integrale sind daher nicht endlich.

Die Projektionsformeln aus Korollar 5.2.10 und Satz 5.2.11 entsprechen in R”
den Formeln aus [42], Satz 4.2.2, wobei die Analogie im Fall unseres Satzes 5.2.11 —
dieser Fall entspricht im euklidischen Raum den Kubota-Formeln — jedoch weniger
ausgepragt ist (vgl. jedoch die Bemerkung im Anschluff an den Beweis von Satz
5.2.11).

Die Hinweise auf euklidische Analoga von Satz 5.3.1 beginnen wir mit der folgen-
den Problemstellung: Es sei ein stetiges, additives Funktional ¢ : K — R gegeben.
In Analogie zu Satz 5.3.1 kénnte man dann vermuten, daf fiir alle konvexen Korper

K, K' € K die Gleichung

/ o(K N pK'")dv(p ngk VWi k(K"

Son+l

gilt mit den assoziierten Funktionalen

or(K) = / (KN S)dy,_k(S).

Ein direktes Analogon dieser Aussage fiir den euklidischen Raum hat Hadwiger
[12, 13] gezeigt und dabei im Beweis wesentlich seinen Kennzeichnungssatz fiir Quer-
mafintegrale benutzt. Dieses Beweishilfsmittel steht aber bisher fiir S™, n > 3, nicht
zur Verfiigung (vgl. dazu die diesbeziiglichen Bemerkungen am Ende von Abschnitt
4.2), und wegen der Allgemeinheit der zugelassenen Funktionale ¢ erscheinen wohl
andere Beweismethoden aussichtslos.

Eine direkte Entsprechung von Satz 5.3.1 fiir den euklidischen Raum hat Schneider
[40] gezeigt. Der dort angegebene Beweis 1d8t sich aber, wieder in Ermangelung eines
Kennzeichnungssatzes fiir sphérische innere Volumina, nicht direkt auf S™ iibertra-
gen. Umgekehrt kann man aber die hier verwendete Argumentation mit den notigen
Abénderungen auch im euklidischen Raum anwenden; dies soll in Abschnitt 8.2 ndher
ausgefithrt werden.



6 Kinematische Formeln fiir Stiitzmafle

In diesem Kapitel soll zunéchst auf Versionen der kinematischen Hauptformel fiir
Stiitzmafle eingegangen werden. Es zeigt sich, dafl es eine direkte Verallgemeinerung
der kinematischen Hauptformel von Kriimmungsmaflen auf Stiitzmafle der Mengen
des Konvexrings gibt. Als Folgerung aus einem Spezialfall resultiert eine Formel, die
man als sphérisches Gegenstiick zu der von Schneider bewiesenen Projektionsformel
fiir verallgemeinerte KriimmungsmaBe euklidisch konvexer Korper (siche etwa [39],
Theorem 4.5.10) ansehen kann. Wihrend also die sphérische Projektionsformel eine
bekannte Entsprechung im Euklidischen besitzt, sind Schnittformeln fiir Stiitzmafle
im euklidischen Raum in der Literatur bisher nicht behandelt worden. In den Ab-
schnitten 8.3 und 8.4 wollen wir daher untersuchen, inwieweit sich die im gegenwirti-
gen Kapitel dargestellten Methoden auch im euklidischen Raum anwenden lassen.

6.1 Ergebnisse

Zunéchst miissen wir eine Verkniipfung zwischen zwei Teilmengen von ¥ definieren,
die der Schnittbildung bei konvexen Korpern angepafit ist. Die natiirliche Definition
einer solchen Verkniipfung scheint die folgende zu sein: Sind n,n" C ¥, so setzen wir

nAn = {(m,u) €Y 1w € [ug,us] mit uy,ug € S™, uy # —us,
(%,Ul) cn, (1’7u2) S 77/} :
Sind K, K " € K konvexe Korper mit KNK' # (), die sich jedoch nicht beriihren, so
ist nach der Uberlegung zu Beginn des Beweises von Hilfssatz 5.1.5 sogar relint K N
relint K’ # (). Daher gilt N(KNK',z) = N(K,z)V N(K', z) fir alle x € KN K'. Ist
deshalb (z,u) € Nor (KN K’) mit x € bd KNbd K, so gilt u € N(K,z)V N(K', x),
und wegen N(K,z) N —N(K',z) = 0 (dies gilt, denn andernfalls beriihrten sich K

und K') und N(K,z), N(K',z) # 0 folgt (x,u) € Nor K A Nor K’. Dieser Schluf}
148t sich umkehren. Es gilt damit

Nor (K N K")N ((bd K Nbd K') x ") = Nor K A Nor K’

fiir alle konvexen Korper K, K’ € IC, die sich nicht beriihren.

Es erweist sich als notwendig, die Vervollstédndigungen der Stiitzmafle zu betrach-
ten; wir bezeichnen diese Vervollstandigungen weiter mit denselben Symbolen wie
seither. Die kinematische Schnittformel fiir Stiitzmafle lautet nun wie folgt:

Satz 6.1.1. Es seien K, K’ € K und n € B(Nor K),n' € B(Nor K'). Dann gilt
n—1

0;(K N pK',nApi)dv(p) = > OuK,0)On; k(K1)

SOpi1 k=j+1

74
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fir 7 €40,...,n—1}.

Bemerkung: Aus Satz 6.1.1 ergibt sich eine einfache anschauliche Interpretation
der StiitzmaBe: Ist 7 € {1,...,n — 1}, so folgt aus Satz 6.1.1

0,(K, ) — / Oo(K N S, (M Nor K) A (S x S*)) dvn_s(S)

Snfj

fir alle K € K und alle n € B(X), und das im Integranden auftretende Funktional
O hat nach Satz 4.4.3 eine einfache geometrische Interpretation.

Bemerkung: Es liegt die Frage nahe, ob es auch eine abstrakte Version von Satz
6.1.1 gibt, d.h. konnen die Stiitzmafle im Integranden ersetzt werden durch Elemente
aus einer Menge von Funktionalen, die den von {©y,...,0,_1} aufgespannten Vek-
torraum als echte Teilmenge enthélt? Wir sehen zwei Schwierigkeiten, die dem Beweis
eines solchen Resultats im Wege stehen. Wird die Definition der Verkniipfung , A
zwischen Teilmengen von > beibehalten, so scheint es ohne stark eingrenzende Forde-
rungen an das betrachtete Funktional A schwierig zu sein, die o-Additivitit etwa der
Funktion n — A(K NpK', (nNNor K) A p(n " Nor K')) fiir v-fast alle p € SO,41 zu
zeigen. Weiter ist das im Beweis von Satz 6.1.1 verwendete Approximationsverfahren
unter Verwendung lokaler Parallelvolumina in dieser allgemeineren Situation offenbar
nicht anwendbar.

Durch Ubergang zu den Polarkérpern kann man aus Satz 6.1.1 wieder entspre-
chende Formeln fiir die konvexe Hiille der Vereinigung des ruhenden und des bewegten
Korpers gewinnen. Die zugehorige Verkniipfung zwischen Teilmengen von ¥ definieren
wir fiir n,n" C ¥ durch

nvy = (AT T ={(z,u) €2 1w € [z, 2] mit 1,20 € S, 11 # —as,
(.ﬁEl,U) S 7, (I'Q,U) € 77/}
Aus Satz 6.1.1 und Satz 4.1.2 folgt nun sofort die ,,duale* kinematische Hauptformel
fiir Stiitzmafe:

Satz 6.1.2. Es seien K, K' € K und n € B(Nor K),n € B(Nor K'). Dann gilt

7—1

/ O;(K V pK',nV pif) dv(p) = > O(K,n)0; 1 (K',7)
SO i1 k=0

firje{0,...,n—1}.
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Sollen in der kinematischen Schnittformel fiir Stiitzmafle auch innere Punkte von
K und K’ beriicksichtigt werden, so kann man etwa folgendermafien vorgehen: Wir
fassen O;(K,-), j € {0,...,n — 1}, als Mafl auf ¥ U (S™ x {o}) auf und definieren
zusitzlich ©,(K,n) = ®,(K,{z € K : (z,0) € n}) fir n € B(X U (S™ x {0})). Fiir
n,n C XU (S™ x {o}) setzen wir

nmn = ((NI)A N NE)U{(z,u) €n: (z,0) €n}U{(z,u) €n : (x,0) €n}.

Als Folgerung aus Satz 6.1.1 erhalten wir nun die folgende weitere Version:

Satz 6.1.3. Es seien K, K' € K und n € B(Nor K U (K x {o})), " € B(Nor K'U
(K" x {o})). Dann gilt

0;(K N pK',nMpn') dv(p) = > O(K,0)Onj_r(K' 1)
SOn+41 k=j

fir j € {0,...,n}.

Bemerkung: Setzt man n := ((A x S™) N Nor K) U (A x {o}) und ' := ((B x
S™) N Nor K') U (B x {o}) mit Mengen A € B(K), B € B(K’), so besteht fiir alle
p € SO, 1, fir die die Kérper K, pK’ sich nicht beriihren, die Gleichung

nMpn = ((ANpB) x §") N Nor (K N pK')) U ((ANpB) x {o})

(dies folgt aus Nor K A Nor pK’ = Nor (K N pK’) N ((bd K Nbd pK') x S") fiir
diese p). Nach Definition der Kriimmungsmafle ®; und wegen v(SO, (K, K’)) =0
enthélt die Formel aus Korollar 6.1.3 die Gleichung

/ O;(K NpK', AN pB)dv(p) = Ou(K, A)®,y; (K, B),
SOpi1 k=j

also die kinematische Hauptformel fiir Kriimmungsmafle konvexer Korper, als Spezi-
alfall.

Es existieren auch Verallgemeinerungen der Sétze 6.1.1 und 6.1.3 fiir Mengen
K, K’ des Konvexrings R. Will man solche Ergebnisse formulieren, so ist es notwen-
dig, die Menge Nor K aller Stiitzelemente auch fiir K € R zu erklaren. Dies kann auf
mehrere verschiedene Weisen geschehen. Wir wihlen eine Definition, die ohne weite-
ren begrifflichen Aufwand erfolgen kann und die fiir unsere Zwecke ausreichend ist.
Ist K € R eine Menge des Konvexrings, so sei I(K) die Menge aller Folgen (K;);en
in K mit K = UZX,K; und K; =  fiir fast alle ¢« € N. Bezeichnet weiter S(N) die
Menge aller nichtleeren Teilmengen von N, so setzen wir

Nor K := m U) Nor <ﬂKZ>

(K;)EI(K) veS(N icv
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Fir K € K ist diese Festlegung offenbar konsistent mit der fritheren Definition. Wir
erhalten das folgende Resultat.

Satz 6.1.4. Die Aussagen der Sditze 6.1.1 und 6.1.3 bleiben giiltig, wenn K und K’
durch Mengen des Konvezxrings R ersetzt werden.

Aus Satz 6.1.1 kann man kinematische Formeln ableiten, die den Projektionsfor-
meln fiir verallgemeinerte Kriimmungsmafle im euklidischen Raum entsprechen. Dazu
zunéchst noch etwas Notation: Die Projektion K|S eines konvexen Kérpers K € K in
eine Untersphére S € S haben wir in Abschnitt 5.2 definiert als K|S := (KV.S*)NS.
Ist x ¢ S*, so sei z|S := p(S,z) die Projektion von z in S; im Fall x € S* soll der
Ausdruck z|S undefiniert bleiben. Fiir n C X setzen wir

n|S = {(z|Su) € ¥: (z,u) €En,x ¢ S*,ueS}.
Mit diesen Bezeichnungen formulieren wir das folgende Resultat.
Satz 6.1.5. Fir K e K,q e {1,...,n—1},7 € {0,...,g— 1} und n € B(Nor K)
qilt
[ 80 15.01S) dvy(5) = 0,5 m),

Sq

wobei sich das Stitzmafs 65.5), wie durch den oberen Index angedeutet, auf die Unter-
sphire S bezieht.

6.2 Beweise

Wir zeigen nun eine Reihe von Hilfssétzen, mit deren Hilfe wir Satz 6.1.1 beweisen
konnen. Im AnschluBl folgen dann die Ableitungen der Satze 6.1.3, 6.1.4 und 6.1.5.

Wir sagen, zwei konvexe Korper K, K’ € K seien in allgemeiner relativer Lage,
wenn fiir alle z € K N K’ gilt

lin N(K,z)Nlin N(K',z) = {o}.

Motiviert wird diese Bezeichnung durch den folgenden Hilfssatz, der ein wesent-
liches Hilfsmittel fiir den Beweis von Satz 6.1.1 darstellt. Dieser Hilfssatz wird unter
Berufung auf ein tieferliegendes Ergebnis von Schneider iiber die Randstruktur eu-
klidisch konvexer Kérper abgeleitet.
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Hilfssatz 6.2.1. FEs seien K, K’ € K. Dann sind fiir v-fast alle p € SO,, 1 die Korper
K, pK' in allgemeiner relativer Lage.

Beweis: Wie frither bezeichnen wir fiir beliebiges K € K die konvexe Hiille von
K U {0} mit K. Nun sei p € SO, derart, da8 K und pK’ nicht in allgemeiner
relativer Lage sind, etwa fiir x € bd K Nbd pK’ sei G eine Gerade durch o, die in
lin N(K,z)Nlin N(pK', z) enthalten ist. Ist y € G, so existieren uy, us € N (K, z) und
v1,v9 € N(pK',z) mit y € lin {uy,us} Nlin {v1,v2}. Es gibt daher Strecken Sy, Ss,
die parallel sind zu G, mit S; C N(K,z), Sy C N(pK’,z). Die Hyperebene H durch
o mit Normalenvektor x ist Stiitzebene fiir die beiden euklidisch konvexen Korper
K*, pK* € KR™1), und es gilt S; € N(K,z) = HN K* und Sy C N(pK',z) =
H N pK'. Nach einem Ergebnis von Schneider (s. etwa [39], Corollary 2.3.11) ist die
Menge aller p € SO,,41, fiir die K* und pK’* parallele Strecken enthalten, die zugleich
in einer gemeinsamen Stiitzebene liegen, eine v-Nullmenge. Es folgt die behauptete
Aussage. |

Bemerkung: Dem eben ausgefiihrten Beweis kann man leicht entnehmen, dafl
die Aussage von Hilfssatz 6.2.1 dquivalent ist zu der folgenden Behauptung: Sind
K, K" € K, so gilt fiir v-fast alle p € SO,, 41 das Folgende. Ist H eine (n — 1)-Sphére
derart, dafl eine der von H begrenzten abgeschlossenen Halbsphéren die Korper K
und pK’ enthélt, und sind die Mengen A C HN K und B C H N pK’ linear un-
abhéingig, so ist auch A U B linear unabhéingig, und es gilt A N B = (). Motiviert
durch Hilfssatz 6.2.1 und seine eben genannte Umformulierung werden wir in Ab-
schnitt 8.3 zwei Vermutungen aufstellen, die Paare euklidisch konvexer Korper zum
Gegenstand haben.

Fiir Beweiszwecke definieren wir nun noch eine weitere Verkniipfung zwischen
Teilmengen von Y. Fiir n,n’ C ¥ setzen wir

n~n = {(x,u) €Y : werelint [uy,us] mit uy,us € S™, uy # tuo,
(ZE,U1> cn, (I,UQ) < 77/} .

Mit Hilfssatz 6.2.1 kann man nun zeigen, daf§ fiir n € B(Nor K),n" € B(Nor K’)
und v-fast alle p € SO, 1 die Mengen 1 A pn’ und 1 ~ pn’ meBbar sind in bezug auf
(K NpK' -), das auf S. 15 definierte Mafl der lokalen Parallelmenge zum Abstand
€, 0 < e < /2. Hilfssatz 6.2.1 spielt aber auch noch bei dem spéter anzuwendenden
Approximationsverfahren eine wesentliche Rolle.

Im weiteren Verlauf wird oft die folgende Schlufiweise verwendet: Sind K, K’ € K
in allgemeiner relativer Lage und ist (z,u) € Nor K A Nor K’ mit (z,u) ¢ Nor K U
Nor K’, so gibt es eindeutig bestimmte uy,us € S™, uy # tuy, mit (x,u;) € Nor K,
(z,up) € Nor K" und u € relint [uy, us]. Dies ist klar, denn wegen lin N(K,x) N
lin N(K',z) = {o} ist u = v; + v mit eindeutig bestimmten v; € pos N(K,x),
vg € pos N(K', x), v1,v9 # o0, und es gilt w; = v;/[|v;], i = 1, 2.
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Hilfssatz 6.2.2. FEs seien K, K’ € K undn € B(Nor K), ' € B(Nor K'). Fir v-fast
alle p € SO,11 gilt dann

n~py €B(X).
Zu p € SOptq gibt es eine Menge B, € B(X) mit (n A pn/)\(n ~ pn') C B, derart,

dafs
MG(K N pK,, Bp) =0

ist fir alle €, 0 < € < /2, fir v-fast alle p € SOy 1.

Beweis: Es sei p € SO, 41 derart, dal K und pK’ in allgemeiner relativer Lage
sind. Ist K N pK' = 0, so gilt n ~ pn’ =  und damit n ~ pn’ € B(X). Es sei also
KnpK'#0.1Ist (z,u) € X := (Nor K ANor pK’)\(Nor KUNor pK'), so gibt es, wie
oben ausgefiihrt, eindeutig bestimmte uy,us € S™, uy # Fug, mit (z,u;) € Nor K,
(x,uz) € Nor pK' und u € relint [uy, us]. Fiir i € {1,2} setzen wir

T X =X (r,u) —~ (x,u),

wobei also wuj,us € S™ durch (z,u;) € Nor K, (z,us) € Nor pK’' und u €
relint [uy, us] festgelegt sind. Die Abbildungen 7,7, sind stetig: Ist (x;, ;) en eine
Folge in X mit lim; ,o(2z;,u;) = (x,u) € X, fiir die aber (x;,v;) := m(z;, u;) nicht
gegen (x,vg) := m(x, u) strebt, so existiert eine aufsteigende Folge (7;) en in N, so daf
(vs,)jen gegen ein v € S™ mit v # vy konvergiert. Es sei w ein Haufungswert der Folge
(wy;)jen, wobei (x;,w;) = ma(x;,u;) ist. Wegen (z,v) € Nor K, (z,w) € Nor pK’
gilt v # tw und u € relint [v, w], also m (z,u) = (z,v) # (x,v9) = m(z,u). Dieser
Widerspruch zeigt die Stetigkeit von 7y, und die Stetigkeit von s ergibt sich analog.

Es gilt n ~ pn’ = 77 (n) Nyt (pn'): Ist (x,u) € n ~ pn/, so existieren uy, uy €
S™ uy # tug, mit (z,uy) € n, (z,u9) € pn’ und u € relint [ug, us]. Da K, pK' in
allgemeiner relativer Lage sind, ist (z,u) ¢ Nor K U Nor pK'. Daher ist (z,u) €
7 () Ny t(pn'). Ist umgekehrt (z,u) € m; () N, (pn'), so existieren einerseits
v, vy € S™, v; # tvg, mit (z,v1) € 1, (x,v3) € Nor pK' und u € relint [vq, vy),
andererseits wy, we € S™, w; # *wy, mit (x,w;) € Nor K, (z,wp) € pp’ und u €
relint [wy, ws]. Wegen lin N(K,z) Nlin N(pK',x) = {o} folgt v; = wy, va = wy und
damit (z,u) € n ~ pr.

Nun folgt also n ~ pn’ € B(X) C B(X) wegen X € B(X). Nach Hilfssatz 6.2.1 ist
daher n ~ pn’ € B(X) fiir v-fast alle p € SO, 41.

Jetzt sei p € SO, 1 beliebig. Mit

B, := (Nor K UNor pK') N ((bd K Nbd pK') x S") € B(X)
gilt offensichtlich

A )\~ pn') C {(z,u) €n: (z,v) € pn fir ein v € S"}
U {(x,u) € pn : (x,v) € n fiir ein v € S"}
c B,.
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Ferner gilt
MK nNpK' B,) = M (K, (bd K Nbd pK') x S")UM.(pK',(bd K Nbd pK') x S")

fir 0 < € < m/2 (lokale Parallelmengen hatten wir auf S. 15 definiert). Nach der
lokalen Steiner-Formel (3.1) und der Definition der KrimmungsmaBe ®; gilt daher

/’LE(K N pK/7 BP)

—_

n—

=0
X /cositsin”_i_ltdt.
0
Nach der kinematischen Hauptformel fiir Kriimmungsmafle gilt fir i € {0,...,n— 1}
/ ®,(K,bd KNbd pK')dv(p) = / O, (K NpS™,bd K Nbd pK")dv(p)
SO7L+1 SOTL+1

= ) (K, bd K)®p.i k(S",bd K')
k=i

= Vi(E)\'(bd K')/8, =0

und analog fson+1 ¢, (pK',bd K Nbd pK')dv(p) = V;(K')\"(bd K)/B, = 0. Daher
gilt

/ (K N pK', By) dv(p) =0,
Son+1
und es folgt die Behauptung. [ ]

Nach dem eben gezeigten Hilfssatz liegt also unter den obigen Voraussetzungen
n A pn fiir v-fast alle p € SO, ;1 im Definitionsbereich der Vervollstandigung des
Mafes p.(KNpK', -); diese Vervollstandigung bezeichnen wir weiterhin mit demselben
Symbol. Ferner gilt fiir v-fast alle p € SO, 14

pe(K N pK' A pn) = pe(K 0 pK',n ~ prf).

Hilfssatz 6.2.3. Es seien K, K' € K, ¥ € B(Nor K') und 0 < € < w/2. Dann ist
fiir v-fast alle p € SO,11 die Abbildung

B(Nor K) =R, n= p(Kn0pK' ,nApy),

ein endliches Maf. Ist n € B(Nor K), so ist fiir v-fast alle p € SO, 41 die Abbildung
B(Nor K') — R, n' = pu(KNpK' nApm),

ein endliches Mafs.
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Beweis: Es sei p € SO,,1; derart, da K und pK’ in allgemeiner relativer Lage
sind. Sei z € bd K Nbd pK’. Wegen lin N(K,z)Nlin N(pK',x) = {o} gilt daher fiir
alle A,B C N(K,z) mit AN B ={ und alle C' C N(pK',x)

({2} x A) ~ ({2} x O)) N (({z} x B) ~ ({a} x C)) = 0.

Daraus folgt allgemein fiir 7y, 7, C Nor K, N1y = 0, und ' C Nor K’

(m~pn)N(n2~pn)=0.

Da pu.(K N pK',-) ein endliches Maf ist, folgt nun die erste Aussage des Hilfssatzes
aus den Hilfssdtzen 6.2.1 und 6.2.2, und die zweite ergibt sich analog. [ ]

Hilfssatz 6.2.4. Sind K, K’ € K und ist (K;);en eine Folge in K mit lim;_,., K; = K,
so qilt fir v-fast alle p € SOp1q

lim inf p1. (K; N pK’, (n N Nor K;) A p(n' N Nor K'))
1—00
> pie(K N pK', (n N Nor K) A p(n N Nor K'))

fiir alle offenen n,n’ C ¥ und

lim p (K; N pK',Nor K; ANor pK') = pu(K N pK',Nor K A Nor pK'),
1—00
jeweils fiir alle € mit 0 < € < /2.

Beweis: Wir zeigen zunidchst die behauptete Ungleichung. Fiir v-fast alle p €
SO, 41 sind sowohl K, pK’ als auch K;, pK' fiir alle i € N in allgemeiner relativer Lage.
Im folgenden sei ein beliebiges p mit dieser Eigenschaft gewéhlt. Ist KNpK' = (), so ist
die Behauptung trivial. Sei also K NpK’ # (). Die Koérper K, pK’ beriihren sich nicht
(sonst wéren sie nicht in allgemeiner relativer Lage), daher gilt lim; .. (K; N pK') =
K N pK' nach Hilfssatz 5.1.2. Wir zeigen die Inklusion

M. (K npK',(nNNor K) ~ p(n N Nor K'))\bd (K N pK’).
C liminf M. (K; N pK', (n N Nor K;) ~ p(n N Nor K'))
1—00

(nach dem Beweis von Hilfssatz 6.2.2 sind (n N Nor K) ~ p(/ N Nor K’) und (n N
Nor K;) ~ p(n’ N Nor K’) Borel-Mengen).

Sei also © € M. (K NpK',(nNNor K) ~ p(n N Nor K')) mit d(K NpK', z) < e.
Fiir fast alle i € Nist 0 < d(K; N pK’,x) < e. Fiir diese ¢ definieren wir w; := u(K; N
pK' ), pi == p(K;NpK', x), ferner setzen wir u := u(KNpK', z), p .= p(KNpK', x).
Es gilt u; — u, p; — p fir i — oo. Da K und pK'’ in allgemeiner relativer Lage
sind, existieren eindeutig bestimmte v,w € S™, v # +w, mit (p,v) € n N Nor K,
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(p,w) € p(n’ N Nor K’) und u € relint [v,w]. Es gilt p; € bd K; Nbd pK’ fiir fast alle
i, denn andernfalls hiatte man (p;,u;) € Nor K; U Nor pK’ fiir unendlich viele ¢ und
damit (p,u) € Nor KUNor pK’, also u € {v,w}. Dasich K; und pK’ nicht beriihren,
ist (pi,ui) € Nor (K; N pK')N ((bd K;Nbd pK') x S™) = Nor K; A Nor pK' fur fast
alle 7, fiir diese i existieren daher v;, w; € S™ mit (p;, v;) € Nor K, (p;, w;) € Nor pK’
und u; € [v;, w;] (es gilt v; # +w; nach Wahl von p). Fir fast alle ¢ ist sogar u; €
relint [v;, w;], denn andernfalls wire wiederum u € {v,w}. Da K, pK’ in allgemeiner
relativer Lage sind, sieht man nun in Analogie zur Stetigkeit der im Beweis von
Hilfssatz 6.2.2 definierten Abbildungen 7, 7o die Limesbeziehungen v; — v, w; — w
fiir i — oo ein. Wegen (p,v) € n, (p,w) € pn’ und da die Mengen n, pn’ C 3 offen
sind, ist (p;,v;) € 1, (pi, w;) € pn fir fast alle 4, also wie behauptet

z € liminf M (K; N pK', (n N Nor K;) ~ p(n’ N Nor K')).
11— 00

Wegen \"(bd (K N pK’).) =0 (vgl. Aussage (3.3) auf S. 19) folgt
pe(K N pK', (nN Nor K) ~ p(f N Nor K'))

= N'(M(K npK',(nNNor K) ~ p(n NNor K'))\bd (K N pK’).)
< N'(liminf M (K; N pK’, (n N Nor K;) ~ p(n N Nor K')))
1—00

< liminf p.(K; N pK', (N Nor K;) ~ p(n' N Nor K'))
1—00
fiir v-fast alle p, und nach Hilfssatz 6.2.2 besitzt die Menge aller p € SO,,11, fiir die

pe (K N pK', (N Nor K) A p(' N Nor K'))
= p(KnNpK' (nNNor K) ~ p(n N Nor K'))

und

pe(K; N pK', (n N Nor K;) A p(n/ N Nor K'))
= p(K; N pK', (nNNor K;) ~ p(n' N Nor K'))

fiir alle ¢ € N gilt, eine Teilmenge vom Mafl 1. Die behauptete Ungleichung ist daher
gezeigt.
Fiir alle p € SO, 41, fiir die K und pK’ sich nicht beriihren, gilt

limsup M. (K; N pK',Nor K; A Nor pK') C M.(K N pK',Nor K A Nor pK')
1—+00

Ubd (KNpK').

Um dies zu zeigen, sei p € SO,11\SO,11(K,K') und = € limsup, . M (K; N
pK’ Nor K; A Nor pK'). Es gilt lim;, ,(K; N pK') = K N pK’'. Es existiert ei-
ne aufsteigende Folge (i;)jen in N mit 0 < d(K;; N pK',x) < € und (p;,u;) =
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(p(Kiy; N pK' x), u(K;, N pK',x)) € Nor K;; A Nor pK' fiir alle j € N. Es existieren
vj,wj € S, v; # —wj, mit (p;,v;) € Nor Ky, (pj, w;) € Nor pK' und u; € [vj, w;].
Wir nehmen nun = ¢ bd (K N pK’) an. Dann gilt 0 < d(K N pK',z) < € und
lim; o0 (pj,uj) = (p,u) == (p(K N pK' x),u(K N pK' z)). Ist v € S™ Grenzwert
einer konvergenten Teilfolge (v), Jken, und ist w € S™ ein Haufungswert der Folge
(wj, )ken, so gilt (p,v) € Nor K, (p,w) € Nor pK’, v # —w (andernfalls beriihrten
sich K und pK') und u € [v,w]|. Damit gilt (p,u) € Nor K A Nor pK’ und daher
x € M (K NpK' Nor K ANor pK’). Die behauptete Inklusion ist daher gezeigt. Aus
ihr folgt wegen A"(bd (K N pK’)) = 0 einerseits

lim sup p(K; N pK',Nor K; A Nor pK')
i—00
= limsup \" (ME(K} N pK',Nor K; A Nor pK’))

1—00

IN

)\”(lim sup M. (K; N pK',Nor K; A Nor pK’))
1—+00

A" (MK N pK',Nor K A Nor pK'))

= pu(KnNpK' Nor K ANor pK')

IN

fir alle p € SO,11\SO,+1(K, K’). Aus der im ersten Teil des Beweises gezeigten
Ungleichung folgt andererseits inshesondere

p(K N pK' ,Nor K ANor pK') < liminf u.(K; N pK',Nor K; A Nor pK')
1—00

fiir v-fast alle p € SO,,1. Nun ist auch die zweite Behauptung von Hilfssatz 6.2.4
klar. [ ]

Hilfssatz 6.2.5. Fir alle K, K’ € K, n € B(Nor K),n € B(Nor K') und fir 0 <
e < /2 stimmt die Abbildung SO,+1 — R, p— u (K N pK';n A pn'), v-fast diberall
mit einer meffbaren Abbildung tiberein.

Beweis: Es seien K, K’ € K, essei p € SO, ;1 derart, dal K und pK’ in allgemeiner
relativer Lage sind, und es sei (p;);en eine gegen p konvergente Folge in SO, ;1 mit
der Eigenschaft, da K und p; K’ in allgemeiner relativer Lage sind fiir alle i € N.
Sind 7 C Nor K und ' C Nor K’ offene Teilmengen, so sieht man wie im ersten Teil
des Beweises von Hilfssatz 6.2.4 fiir 0 < ¢ < 7/2 die Inklusion

MK N pK',n~ pn)\bd (K NpK"). C liminf M (K N p;K,n~ pin)

1—00
ein. Es folgt

te(K N pK',n~ pn') <liminf p (K N p; K, ~ piny') .
1—00
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Aus den Hilfssétzen 6.2.1 und 6.2.2 folgt nun, dafl die Abbildung p — p.(KNpK',nA
pn') fiir offene n C Nor K und ' C Nor K’ auf einer Teilmenge von SO,, 11 vom Maf
1 wohldefiniert ist und auf dieser Teilmenge halbstetig nach unten ist. Fiir solche
n,n" ist daher die behauptete Aussage richtig. Fiir offenes ' C Nor K’ zeigt man
leicht unter Verwendung von Hilfssatz 6.2.3, dafi die Menge aller n € B(Nor K), fiir
die die behauptete Aussage richtig ist, ein Dynkin-System darstellt. Daraus folgt die
Behauptung fiir n € B(Nor K) und offenes 7’ C Nor K’. In einem zweiten Schritt
kann man analog die allgemeine Behauptung zeigen. ]

Hilfssatz 6.2.6. Sind K, K' € K, n € B(Nor K),n' € B(Nor K') und ist 0 < € <

/2, so existieren nur von € abhingige Konstanten ay € R, k,1 € {0,...,n—1}, mit
n—1
pe(EK 0K A prf)dv(p) = an©k(K,mOu(K', 7).
SO k,l=0

Beweis: Wir zeigen die Gleichung zunéchst fiir Polytope und dehnen ihre Giil-
tigkeit dann mit Hilfe einer Version eines von Schneider [37] bewiesenen Approxima-
tionssatzes, die wir im Anschlufl in geeigneter Fassung zitieren, auf allgemeine konvexe
Korper aus. Es sei P € P und n € B(X). Die (nach Hilfssatz 6.2.5 wohldefinierte)
Abbildung

Y:PxBX) - R

(P',n) / pe (P 0 pP', (n N Nor P) A p(n' N Nor P')) dv(p)
Son+1
erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 4.2.1 {iber die Charakterisierung von Linear-
kombinationen von Stiitzmafen: Aus Hilfssatz 6.2.3 und dem Satz von der monotonen
Konvergenz folgt, daB fiir alle P’ die Abbildung ¢ (P’, ) ein auf Nor P’ konzentriertes,
endliches Maf ist. Aus der Linksinvarianz von v folgt ¢ (pP’, prf) = ¢(P', /) fiir alle
P eP,n € B(¥). Sind P/, Py € P und ist ' € B(X) mit ’ " Nor P{ = 7' N Nor P,
SO ist
[((n N Nor P) A p(n’ N Nor P{)] N Nor (PN pP|)

= [(nNNor P) A p(n N Nor P})]NNor (PN pP)

= [(nNNor P) A p(n’ N Nor P,)] N Nor (PN pPy)
fiir alle p € SO, 11, und da p. nach Satz 4.1.1 lokal erklart ist, folgt ¥(P{,n) =

W(Py,n'). Daher existieren Konstanten cg,...,c,—1 € R, die nur von €, P und n
abhéngen, mit

n—1
ﬂe(P N pP', (n N Nor P) A p(’ N Nor P’)) dv(p) = Z a©(P',n').

S0t 1=0
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Wahlt man fiir P’ speziell [-dimensionale Untersphéren, | € {0,...,n — 1}, und
1’ = %, so kann man Satz 4.2.1 erneut anwenden und so fiir die Konstanten

n—1
= Zakl@k(P> 77)
k=0

mit gewissen nur von € abhéngigen a;, € R zeigen. Die behauptete Aussage gilt also
fiir Polytope.
Das Funktional ¢ : K x I x B(X) x B(X) — R mit

o(K,K'\n,n) = / pe(K N pK', (N Nor K) A p(n' N Nor K')) dv(p)
SOn i1

erfiillt die Voraussetzungen des nachfolgenden Approximationssatzes (Hilfssatz 6.2.7):
Voraussetzungen (a) und (b) folgen aus Hilfssatz 6.2.3 und dem Satz von der mono-
tonen Konvergenz, (c) folgt aus Hilfssatz 6.2.4, dem Lemma von Fatou und dem Satz
von der majorisierten Konvergenz, (d) folgt aus (c), Satz 4.1.1 und der Linksinvarianz
von v, (e) gilt nach den eben angestellten Uberlegungen. Die behauptete Gleichung
gilt also fiir beliebige K, K’ € K. [

Hilfssatz 6.2.7. Sei ¢ : K x K x B(X) x B(X) — R eine Abbildung mit folgenden
FEigenschaften:

(a) fir jede Wahl von K, K' € K, f € B(X) ist o(K,K',-,n) ein endliches Majs;
(b) fir jede Wahl von K,K' € IC, n € B(X) ist o(K, K',n,-) ein endliches Mafs;

(c) ist (K;)ien eine Folge in I mit lim;_,o K; = K, so gilt fir jede Wahl von
K eK
hmlnfgo(K“ K/ﬂ?ﬂ?/) 2 QO<K7 K,ﬂ]ﬂ?,)

1—00

fiir alle offenen n,n’ C 3 und

lim o(K;, K', 2, %) = o(K,K', %, %) ;

1—00
(d) wie (c), nur mit vertauschten Rollen von K und K';

(e) mit gewissen Konstanten ay € R gilt fir alle P, P' € P die Gleichung

n—1

P(P, P ) = > auOk(P,n)Ou(P' 1) (6.1)

k,1=0

fir alle n,n’ € B(X).
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Dann gilt (6.1) auch fir beliebige K, K' € K.

Beweis: Der Beweis von Lemma (1.3) in Schneider [37] li8it sich durch offensicht-
liche Abdnderungen auf die Situation von Hilfssatz 6.2.7 iibertragen. |

Beweis von Satz 6.1.1: Es seien K, K’ € K und n € B(Nor K), ' € B(Nor K’).
Ist 0 < € < 7/2, so existieren nach Hilfssatz 6.2.6 Konstanten ay € R, die nur von €
abhéngen, mit

n—1

pe(E O pK' A prf)dv(p) = an©k(K,mOi(K', 7).
SCmir k,l=0

Wegen Gleichung (3.5), S. 21, und Hilfssatz 6.2.2 ist fiir v-fast alle p € SO, die
Menge n A pn’ im Definitionsbereich der Vervollstandigung von ©,(K N pK',-), j €
{0,...,n — 1}, enthalten, und es gilt

n—1

O;(K NpK',n Apn') = bjxpie, (K N pK',n A prf)
k=0

mit gewissen Konstanten b, € R und €, 0 < ¢, < 7/2. Mit gewissen Konstanten
cjii € R erhalten wir die Gleichung

n—1

/ O;(KNpK',nApn')dv(p) = Z cirOr(K, 1) 0i(K', 1)
o, k=0

fir j € {0,...,n —1}.

Wihlt man speziell K, K’ € Sund n = Nor K, n' = Nor K’, so erhélt man mittels
Hilfssatz 5.1.3 fiir die Konstanten cj; = 1, falls [ =n+j—kund &£ > j + 1, und in
allen anderen Fallen ¢ = 0. [

Beweis von Satz6.1.3: Sein € B(Nor KU(K x{o0})), " € B(Nor K'U(K'x{o0})).
Zu p € SO, 41 setzen wir
Ap(nan) = {(l’,u) S n: (:L‘7O) € Pn/}7
By(m,n') = {(z,u) € p: (x,0) € n}.
Sei j € {0,...,n—1}. Es gilt Nor KN(A,(n,7")NE) = Nor (KNpK")N(A,(n,n)N%),
also wegen Satz 4.1.1 (c)

O;(K NpK', Ay(n,1)) = O;(KNpK' A(n,1n)NX)
= @j(Ka A,l)(na 77/) N Z) = @j(Ka Ap(na 77/))
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und damit nach Definition der Menge A,(n, 1)

[ ewnor ) = [ ey Al aviy)
SOni1 SOn41
_ / / 1, (2, 1)Ly (2, 0) dO; (K, (x, u))dv(p)
SOp41 2
B /17I<x’u) /lpn/(;p70)dlj(p)d®j(K,(l'7u>>
b)) SOn+1

= O;(K,n)\N"({x € K" : (z,0) € 7'})/bhn
= 0;(K,n)0,.(K'" 1),

wobei wir die fiir beliebiges A € B(S™) und x € S™ giiltige Beziehung

(A) = B, / 1,.4(x) dv(p)

SOnJrl

verwendet haben (vgl. etwa Schneider & Weil [42], Korollar 1.3.2). Analog ist

0,(K N pK', B,(n,1)) dv(p) = On(K,n) ©;(K',1)
SOn41

und

[ OutE 0o 0 ) () = €4, ) €, 7)
SOn+1
(dies ist die Behauptung fiir j = n). Nach Hilfssatz 6.2.2 und Satz 6.1.1 gilt

O;(K NpK',(nNE) ~ p(n NE))dv(p)
SOni1
= [ e o mn®) Aty 0 D) dv(y)

Son+1

n—1

= " OuK MO (K ).

k=j+1

Ferner gilt stets
((n N) ~ p(n' N 2)) U (Ap(n, 7) N E) U (Bp(n, )N 2)

C nhpy = ((77 NX)Apn' N E)) UAy(n,n") U B,(n,7),
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und die linksstehende Vereinigung ist disjunkt, falls K und pK’ in allgemeiner rela-
tiver Lage sind. Daher gilt

Z Ok (K, 1)On (K’ 1')

k=j

= [ e pK N~ 0 D) )
SOn+1

+ / @J'(KQPK/aAp(??,??/))dV(P) + / @j(KﬂpKl7Bp(77,77/))dV(p)
Son+1 SOnJrl
< / O;(KNpK',nMpn') dv(p)

SOn+1

IN

O;(K NpK',(nNX) A p(n' NE))dv(p)
SO'rH»l

+ / @j<KmpK/7AP<777n/))dV(p) + / @J<KﬂpKI7BP(777n/)>dy(p>
Son+1 SOnJrl

= > 0K, Oy k(K ).

k=j
und es folgt die Behauptung. ]

Um die Ausdehnungen auf den Konvexring vornehmen zu kénnen, benétigen wir
den néchsten Hilfssatz. Wie frither verwenden wir die folgende Notation: Ist K € R
dargestellt als Vereinigung der konvexen Korper K, ..., K,, € I, sosei K, := Njc, K;
fir alle v € S(m) ={M C {1,...,m} : M # 0}.

Hilfssatz 6.2.8. Es seien K, K' € R, und es seien Ky,...,K,,, K{,..., K], € K
mit K = UM, K;, K' = U™, K!. Weiter seien n € B(Nor K) und nf € B(Nor K').
Fiir v-fast alle p € SO,41 gilt dann

O;(K,NpK,,,nApn')=0,;(K,NpK,, (nNNor K,) A p(n' N Nor K,,))

fiir alle j € {0,...,n — 1} und alle v € S(m), v' € S(m).

Beweis: Es seien v € S(m), v' € S(m’). Fur p € SO, setzen wir

B, := (Nor K, UNor pK’,) N ((bd K, Nbd pK’,) x 5") .
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Nach dem Beweis von Hilfssatz 6.2.2 gilt u.(K,NpK/

1, B,) =0firallee, 0 <e < m/2,
fiir v-fast alle p € SO,,.1 und damit

0,(K,NpK.,,B,) =0

fir alle j € {0,...,n — 1} fiir v-fast alle p. Es seien nun n € B(Nor K) und 7' €
B(Nor K’). Es gilt

(n N Nor K,) A p(n’ N Nor K],) € (nApn')n (Nor K, ANor pK,)
fiir alle p € SO,,41. Wir zeigen, dafl
((n A pn') N (Nor K, A Nor pK,,))\B, C (nNNor K,) A p(n NNor K,,)

gilt fiir alle p € SO,,41, fiir die K, und pK], in allgemeiner relativer Lage sind fiir
alle w € S(m) und alle w' € S(m/).

Sei also p € SO,41 derart, dafl K, und pK, in allgemeiner relativer Lage sind
fir alle w € S(m), w' € S(m’), und sei (x,u) € ((nApn') N (Nor K, ANor pK!,))\B,.
Dann gilt (x,u) ¢ Nor K,UNor pK],. Nach Definition der Verkniipfung ,,A* existieren
Uy, Ug, V1, V9 € S™ mit (x,uq) €1, (z,u2) € Nor Ky, (z,v1) € pnf, (z,v2) € Nor pK/,,
up # —vp, Uy # —vg und u € [ug, v1] N [ug, vo]. Es gilt u & {us, ve}. Setzen wir w =
{ie{l,....om}:z e K;} € S(m) und v’ := {i € {1,....,m'} : x € pK[} € S(m’),
so gilt v C w und v C w’ und damit (x,us) € Nor K, (x,v3) € Nor pK!,. Nach
Definition der Mengen Nor K und Nor K’ gilt wegen n C Nor K und 7' C Nor K’
auferdem (z,u;) € Nor K, (x,v;) € Nor pK/,. Da K, und pK/, in allgemeiner
relativer Lage sind, mufl u; = us und v; = vy gelten. Damit ist also in der Tat
(z,u) € (nNNor K,) A p(nY N Nor K/,).

Damit gilt also fiir j € {0,...,n — 1}

0,;(K, N pK,,, (nNNor K,) A p(n' " Nor K,,))
= 0,(K,NpK,, (nApn)n(Nor K, ANor pK_,))

fiir v-fast alle p. Wenn sich K, und pK], nicht beriihren, so gilt Nor K, ANor pK, =
Nor (K,NpK!,)N((bd K,Nbd pK],)xS™). Da©,;(K,NpK],,-) auf Nor (K,NpK]))
konzentriert ist, ist der Hilfssatz gezeigt, wenn aus (z,u) € (nApn')NNor (K,NpK,)
stets x € bd K, Nbd pK], folgt. Dies wollen wir abschliefend noch beweisen.

Sei also (x,u) € (n A pn) N Nor (K, N pK!,). Dann ist © € K,, und es gibt
ein u € S" mit (x,u) € n C Nor K. Wir nehmen nun z € int K, an. Dann ist
insbesondere x € int K. Wir konnen ein Py € P wahlen mit x € int F, und Py C K,
ferner Py,..., P, € P mit K C UY_ P und P, Nint Py = ( fiir alle i € {1,...,k}.
Wir setzen K;; := P,N K, firi € {1,...,k}, j € {1,...,m}. Ordnen wir die Kérper
Py, K;; zu einer endlichen Folge M, ..., Myy,41 an, so gilt K = UZZ”IHMI, und es ist
(z,u) ¢ Nor M, fiir alle w € S(km + 1) nach Wahl der Polytope F,..., P;. Nach
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Definition der Menge Nor K ist damit (x,u) ¢ Nor K. Dieser Widerspruch zeigt
x € bd K,, und auf analoge Weise folgt x € bd pK,,. [ ]

Beweis von Satz 6.1.4: Es seien K, K’ € R mit K = U K;, K’ = U™, K] und
Ky,...,Kn, K{,...,K/, € K. Fiir n € B(Nor K), 0" € B(Nor K'), p € SO, 41 und
j €10,...,n— 1} gilt dann nach dem Einschliefungs-AusschlieBungs-Prinzip

O,(KNpK' nApy) = O;(UL (K;NpK'),nApn)

= Y (=DM (K, N pK A pn)
veS(m)

= (—D)PFre; (U, (K, N pK),n A pn)
veS(m)

= > > (==K, N pK L, A i)
)

veS(m) v'eS(m’

und daher wegen Hilfssatz 6.2.8 und Satz 6.1.1

O;(K NpK',n A pn')dv(p)
SOn i1

= > > (=t / 0;(K, N pK L0 A pn') dv(p)

veS(m) v'eS(m’) SOn 41

— Z Z \v|+lu

veS(m) v'eS(m/)

X / 0,;(K, N pK,,, (nNNor K,) A p(n' " Nor K,,))dv(p)

Son+l
= 2. Z D Z Ok(Ky,n N Nor Ky)Opjk(Ky,n' N Nor K)
vES(m) v'ES(m k= J+1
S CILD SN
vES(m) v'ES(m k=j+1
n—1
= Z Ok(K,1n)Onrj—u(K', 7).
k=j+1

Damit ist die Ausdehnung der Giiltigkeit von Satz 6.1.1 auf die Mengen des Konvex-
rings gezeigt.

Die entsprechende Ausdehnung von Satz 6.1.3 kann in analoger Weise erfolgen.
Sind K, K" € R und Ky,...,K,,, Ki,...,K!, € K wie in Hilfssatz 6.2.8, so gilt fir
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n € B(Nor K U (K x {o})), W € B(Nor K' U (K’ x {o}))

©; (K, N pKy,n M pn)
= 0;(K,NpK,, (nn (Nor K,U (K, x {0}))) M p(n' N (Nor K, U (K, x {0}))))

fir alle j € {0,...,n} und alle v € S(m), v € S(m') fur v-fast alle p. Die dazu
erforderlichen Uberlegungen sind so dhnlich zu den im Beweis von Hilfssatz 6.2.8
verwendeten Schliissen, dafl wir auf ihre Ausfithrung verzichten kénnen. Die Ableitung
der behaupteten Formel kann nun in derselben Weise wie oben erfolgen. ]

Beweis von Satz 6.1.5: Wir zeigen zuerst die folgende Aussage: Ist S € S, mit
ge{l,...,n—1}und ist M € K mit M C S, so gilt fiir das auf die Untersphére S
bezogene Stiitzmafl @gs), j €{0,...,q— 1}, die Gleichung

O (M, n) = ©;(M,n A (S x 57)) (6.2)

fiir alle n € B(S x S). Zunichst ist zu beachten, daf fiir n € B(S x S) im allgemeinen
nA (S x S*) ¢ B(X) gilt. Es ist aber stets n ~ (S x S*) € B(X), wie leicht zu sehen
ist, und

(MA (S xS\~ (S%xS5))C(SxIS)U(SxS).
Wegen
pe(M, (S x S)U (S x S*) = p(M,S xS

= 5qﬁnq11/;(M)/cosqtsin”q1tdt
0
fir 0 < e < m/2 (vgl. den Beweis von Hilfssatz 3.1.2) ist nach der lokalen Steiner-
Formel ©;(M, (S x S)U (S x §%)) =0 fiir j € {0,...,¢— 1}, und n A (S x %) ist
daher im Definitionsbereich der Vervollstandigung von ©;(M, -) enthalten. Nun sei
M C S ein Polytop. Es gilt nach Satz 4.4.1 und wegen n C S x S

1

WM,y = —— NTITYN(M, F) An,) dN () |
S, m) @%ﬁAFg%@Z (N(M, F) (i) d¥ (o)

Fiir alle x € F' gilt

6q—1j—1 )\qijil((N(M, F) N 771) - Bn_lj—l)\njl(N<M7 F) 8 (77 ~ (S X S*>>$) ’

wie etwa eine Anwendung des Satzes von Fubini zeigt. Damit ist

0 (M,n) = ©;(M,n ~ (S x §%)) = 6;(M,n A (S x 5*)),
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Gleichung (6.2) gilt also fiir Polytope M C S. Beachtet man, da8 fiir in S x S offenes
n die Menge n ~ (S x S*) offen in 3 ist, so siecht man unter Verwendung der Stetigkeit
der ©; ein, dafl die Abbildung M — ©;(M,- A (S x S*)) von {M € K : M C S}
in die Menge aller Borel-MaBle auf S x S schwach stetig ist. Gleichung (6.2) gilt also
auch fiir alle M € K mit M C S.

Nun seien die Voraussetzungen des Satzes gegeben. Es sei S € S, mit K NS* = ().
Wegen 1 C Nor K ist dann = ¢ S* fiir (x,u) € n und deshalb

(S)"A(SxS*) = {(u,z|S) €S xS:(xr,u)€n}A(S xS
= {(u,z) € X: (x,u) €} A (S x 5%
= 7 'A(S xS,

Somit gilt nach Hilfssatz 5.2.9, Satz 4.1.2 und Gleichung (6.2)

057 (K|S,nlS) = 6. (K" NS, (n]s)™)
= O, (K NS, (1]S) " A (S x 5)

= 0, 1(K*NnS,n7 ' A (S xS%)).

Ist K NS* = (), so ist nach Hilfssatz 5.2.9 K|S = S, oder es beriihren sich K und S*;
im Fall K|S = S ist K*NS = 0 und daher V,_,;_;(K*NS) = V;(K|S) = 0. Nach
Satz 6.1.1 und da sich nach Korollar 5.2.1 fiir y,-fast alle S € S, die Kérper K und
S* nicht beriihren, folgt

[ oIS s dn(s) = [ €, 08 A (S x ) din(S)

Sq Sq

n—1

= Z 9k(K*»77_1) ®n+q—j—k—1(sas X S*)
k=q—j

= On (K07

= @j(Ka 77)7

wobel zum Schlufl wieder Satz 4.1.2 benutzt wurde. ]



7 Distanzintegrale

Bei den bisher behandelten kinematischen Schnittformeln wird iiber die Menge aller
Drehungen p € SO, integriert, die etwa fiir K, K’ € K die Korper K und pK’ in
eine Trefflage bringen. Im folgenden sollen Integrale betrachtet werden, deren Inte-
granden nur fiir gewisse p € SO, ;1 mit K N pK’ = () ungleich Null sind. Wir geben
ein einfaches Beispiel fiir ein solches ,,Distanzintegral“ an, dessen Berechnung leicht
mit Hilfe unserer bisherigen Ergebnisse moglich ist. Es seien K, K’ € K\{0}. Wir
definieren den Abstand r(K, K') von K und K’ zu

r(K,K') :=min{d(z,y) :x € K, y € K'}.

Wir nehmen nun weiter an, es gebe ein € mit 0 < € < 7/2, so daf} der Parallelkorper
K. in K enthalten ist. Ist K # S™, so gilt K ¢ S und K, ¢ S. Das Maf} der Menge
aller Drehungen p € SO,, 41, fiir die 0 < (K, pK') < e gilt, 148t sich nun mit Hilfe
von Korollar 5.2.5 explizit berechnen:

v({p € SOus1:0 < (K, pK') <e})
=v({p € SO, : K.NpK' £ 0N\{p € SO, : KNpK' # 0})
n/2] n

=2 Z Z(Vl(Ke) — Vi(E)) Voot (K') -

k=0 =2k

Durch Anwenden der Sétze 3.1.1 und 3.1.5 kann man V;(K,) als Linearkombination
der inneren Volumina von K schreiben, und man gelangt so zu einer Darstellung allein
durch die inneren Volumina von K und K’. In geschlossener Form ist diese Darstellung
in allgemeineren Beziehungen enthalten, auf die wir im folgenden vorbereiten wollen.

Unser Ziel ist eine ,, lokale® Version der eben abgeleiteten Formel. Es seien konvexe
Korper K, K" € K\{(} gegeben, und es seien 7,1’ € B(X). Fiir 0 < € < 7/2 suchen
wir eine explizite Formel fiir das Mafl der Menge aller Drehungen p € SO, mit
0 < 7(K,pK') < e und mit der Eigenschaft, dal es Punkte z € K, 2’ € pK’ gibt,
die die Bedingungen d(z, ') = r(K, pK’), (z,u(K,2")) € n und (', u(pK’,z)) € p1/
erfiillen. Man stoft hierbei auf das Problem, dafl es i.a. mehrere Punktepaare gibt,
die den Abstand realisieren, und dementsprechend auch mehrere zugeordnete Paare
von Normalenvektoren. Es zeigt sich, dafl unter der Voraussetzung ,, mindestens einer
der Parallelkorper K., K! ist in K enthalten“ das Maf} der betreffenden Menge von
Drehungen als Linearkombination der Stiitzmafle von K und K’ darstellbar ist. Ohne
diese zusétzliche Voraussetzung wird man wohl nicht zu expliziten Ergebnissen unter
Verwendung der Stiitzmafle kommen koénnen.

Grundlage fiir unsere Ergebnisse {iber Distanzintegrale ist der folgende Hilfssatz.

93
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Hilfssatz 7.1. Ist K € K\{0} und ist 0 < € < 7/2 derart, daff K. € K ist, so existiert
fir jedes K € K\{0} mit 0 < r(K,K') < e genau ein Punktepaar (x,2') € K x K’
mat

d(z,z") =r(K,K').

Beweis: Da K und K’ kompakte Mengen sind, ist die Existenz eines Punktepaares
mit der fraglichen Eigenschaft klar.

Wir nehmen an, es gebe zu K, K’ € K\{0} mit K. € £ und 0 < r(K,K’) <
€ < /2 zwei Paare (z1,)), (x2,25) € K x K', (x1,2)) # (x2,2%) mit d(z,2}) =
d(xe,xh) = r(K, K'). Es gilt 2} # x,, denn andernfalls wiren sowohl z; als auch x5
zu z) (= x4) néchste Punkte in K. Wegen d(z1,2)) = d(xq,x%) < m/2 wire z1 = x,
also (z1,2]) = (wq,xh). Weiter gilt 2} # —zf, denn wegen d(K,z}) = d(K,x}) < €
wére andernfalls x|, —x] € int K. und daher K, = S™. Wegen € < 7/2 wére dann
schon K = S™ und daher (K, K') = 0. Wir setzen v := r(K, K’). Man sieht leicht,
da K, = {x € 5" : B(z,e — ) C K.} gilt. Wegen K, € K ist fiir x,y € K, stets
B(z,e—~)V B(y,e—~) C K. und deshalb K., € K. Die Kérper K, und K’ beriihren
sich. Ist H eine (n — 1)-Untersphére, die K., und K’ trennt, so gilt z},z}, € H.
Somit gilt [2],x}] C bd K,,. Es sei z € N(K.,, ) mit beliebigem x € relint [z], 2]
Es ist dann 2z € N(K,,z7) N N(K,,x5) und damit z € bd (K,)* N Hy N H,y und
(K,)* C H,NH, (die hier verwendete Schreibweise hatten wir auf S. 10 vereinbart).
Wegen (K.)* C (K,)* und §((K.)*, (K,)*) = 0(K., K,) = ¢ —~ (Hilfssatz 2.2) gilt
andererseits ((K.)*)—, = (K,)*; zu jedem Randpunkt y von (K,)* mufl es daher eine
sphérische Kugel B vom Radius € — v geben mit B C (K,)* und y € B. Fiir den
oben angegebenen Punkt z kann dies jedoch offenbar nicht gelten, und wir erhalten
einen Widerspruch. ]

Es sei 0 < ¢ < 7/2, und es seien konvexe Korper K, K’ € K\{0} gegeben mit
K. € K oder K. € K. Weiter sei 0 < r(K, K’) < e. Nach Hilfssatz 7.1 existiert dann
genau ein Punkt z(K, K') € K, der minimalen Abstand zu K’ besitzt. Der Vektor
u(K,K') == u(K,z(K', K)) ist der ,nach K’ weisende Normalenvektor von K. Zu
n,n € B(X) definieren wir

L(K,K',n,n):={pe€ SOn11:0<r(K,pK') <e,
(z(K, pK"),u(K, pK")) € n, (x(pK', K),u(pK',K)) € pn'}.

Fiir den Fall K = () oder K’ = () setzen wir L (K, K',n,n') := 0.

Unser Ergebnis lautet nun wie folgt.

Satz 7.2. Fs sei 0 < € < w/2, und es seien K, K' € K derart, daff K. € K oder
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K! € K ist. Dann gilt fir alle n,n' € B(X)

k‘ €
— Z Crttm On—ktt—m-1(K,0)On_1_m1(K', 1) /cosk tsin" F e dt
0

mit den Konstanten

Qo ©= (_1)n—k—m—1 (ngl) (’;) (n_rlfz_l) ﬁk*lerﬁnkarlfmflﬁlerﬁnflfmfl .
(k) () Bufu-i

Beweis: Elementare Kompaktheitsargumente zeigen, dafl die Abbildungen, die
K' e K mit 0 < r(K,K') < e die Werte r(K,K"), z(K,K"), u(K,K"), 2(K', K)
und u(K’, K) zuordnen, stetig sind. Da auch die Abbildung p — pK’ stetig ist, folgt
LG(Kv K,> m, 77,) € B(SOTL+1)

Eine weitere Konsequenz ist das Folgende. Es seien K, K’ € K mit K, € K, und
es sei (K]);en eine Folge in K mit lim; ., K] = K’. Dann besteht die Inklusion

L(K,K'\n,n) Climinf L.(K, K!,n,1)
71— 00
fiir alle offenen n, 7’ C 3. Es folgt daher

hm ian(LE(Ka Kzlv 777 77/)) Z V(LE(K7 Klv 777 T/)) (71)
1—00

fiir offene n,n" C X. Ferner gilt

V(L(K,K,%,%)) = v({p € SOu1:0<r(K,pK') <e€})
= v({p € SO0,11:0<r(K,pK') <e})
— U({p € SOunr < K. pKL £ 1))
— v({p € SOns1 : KN pK] # 0})
[n/2] n

= 23 S (ViKY = Vi(K))Vasani(K7)

k=0 1=2k
wegen v(SO,41(Ke, K')) = 0 und nach Korollar 5.2.5, da K, K, € {0} UK\S sind,

und wegen der Stetigkeit der inneren Volumina folgt

lim v(L (K, K%, %)) = v(L(K,K', 2, %)). (7.2)

1—>00

Wir betrachten ein festes K € K mit K. € K und ein € B(X) und erkléren eine
Abbildung ¢ : P x B(X) — R durch

V(P1) == v(L(K, P,n,n)) .
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Diese Abbildung erfiillt die Voraussetzungen des Charakterisierungssatzes 4.2.1:
(P, ) ist ein auf Nor P konzentriertes, endliches Maf}; das wegen der Linksinva-
rianz von v die Kovarianzbedingung ¢ (pP, pn') = ¢(P, ) fir alle (P,n') € P x B(X)
und p € SO, erfiillt. Um zu sehen, daf ¢ lokal erklért ist, wihlen wir ' € B(X) und
Py, P, € P mit y N Nor P, =n'NNor Ps. Sei p € L (K, P,n,7). Fiir 6 :=r(K, pP)
ist K5 € K (vgl. den Beweis von Hilfssatz 7.1). Die Korper K5 und pP;, beriihren
sich im Punkt z(pPy, K), und die (n — 1)-Untersphére mit Normalenvektor u(pP;, K')
trennt K und pP;. Wegen (z(pPy, K),u(pPy, K)) € p( N Nor Py) = p(n/ N Nor P)
trennt dieselbe (n — 1)-Untersphére auch die Korper Ks und pPs, die sich ebenfalls
in z(pPy, K) berithren. Damit ist 0 < 0 = r(K,pP) < €, z(pP1, K) = z(pP, K)
und u(K, pPy) = u(K, pP,). Weiter folgt x(K, pP;) = x(K, pP,) und u(phP, K) =
u(pPy, K). Wir erhalten p € L (K, Py,n,1n'). Da die Rollen von P, und P, vertauscht
werden kénnen, gilt L.(K, Py, n,n') = L (K, Py,n,n') und somit (P, ') = (P, n').
Nach Satz 4.2.1 existieren daher Konstanten ¢;(K,n) € R, die nur von K und 7

abhéngen, mit
n—1

v(Le(K, Pop)) = ci(K,m)©:(P,n) (7.3)
i=0
fiir alle P € P und nf € B(X). Einsetzen von Untersphéren fir P und die Wahl / = %
zeigen, dafl ¢;(K, ) ein MaB ist. Es besteht die Gleichung

n—1
v(Le(K, K',n, X)) = ) ai(K n)Vi(K')

i=0
fiir alle K’ € IC, da beide Seiten Mafle sind in 7, die schwach stetig von K’ abhéngen
(links wegen (7.1) und (7.2), rechts wegen der Stetigkeit der inneren Volumina) und
da die Gleichung fiir K’ € P nach (7.3) richtig ist. Wir nehmen nun voriiberge-
hend 7 als offen an. Dann héngt nach dem eben Gezeigten und nach (7.1) das Maf
v(L (K, K',n,-)) schwach stetig von K’ ab. Fiir offenes 7 ist daher wegen (7.3)

n—1
V<L6(K7 K’ﬂ?ﬂ?’)) = Ci(K’ n)Gi(K,ﬂ?/)
fir alle K" € KL und ' € B(X). Diese Gleichung mufl nun aber auch fiir alle n € B(X)
gelten.

Zur Berechnung der Konstanten ¢;( K, n) setzen wir y = ¥ und K’ = B,., wobei B,
eine sphérische Kugel vom Radius r, 0 < r < 7/2 — ¢, ist. Dann ist L(K, B,,n,%))
fiir beliebiges K € K und n € B(X) erklirt. Die durch Gleichung (4.2) gegebenen
Funktionen r — V;(B,), i € {0,...,n — 1}, sind linear unabhéngig. Nach Hilfssatz
3.1.4 148t sich daher fiir gewisse r; mit 0 < r; < 7/2 — e das lineare Gleichungssystem

Il
=)

—_

V(L(K, B,,,n,%)) = ci(K,n)Vi(B,,), j€{0,...,n—1},

i

Il
=)
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nach den ¢;(K,n) auflésen, und mit gewissen Konstanten a; € R erhalten wir die
Gleichungen

n—

1
Gi(K,m) =Y aju(L(K,B,,,n.%)).

=0

Wie oben zeigt man nun, dafl die Abbildung K > ¢;(K, ) schwach stetig ist und dafl
der Charakterisierungssatz 4.2.1 anwendbar ist. Es folgt

n—1

ci(K,n) = Z bijO;(K,n)

J=0

fir alle K € K, n € B(X) mit gewissen Konstanten b;; € R. Es gilt also

n—1
V(L6<K7 Klﬂ]ﬂf)) = Z blj®Z(K7 n)®j(K/7n,)

1,7=0

fir K € K mit K. € K, K’ € K, n,nf € B(X). Die entsprechende Aussage gilt
natiirlich, wenn K € K beliebig und K’ € K mit K! € K ist.

Um die Konstanten b;; zu ermitteln, wéhlen wir K = B,, mit 0 < r; < 7/2 —¢,
K'=B,, mit 0 < ry <7/2 und n =7 = X. (Hier und im folgenden ist B, stets eine
beliebige sphérische Kugel vom Radius r > 0.) Es gilt einerseits

1
V(Lfi(BTl? BT27 Z? Z)) = ﬁ_()‘n<B7"1+T2+6> - AH(BT1+T2)>

n

rit+ra+e €
= /Bg_l sin" ttdt = B/g_l /sinn_l(ﬁ + 1o+ t)dt
" r1+7T2 "
_ P "Zl n—l sin®(ry 4 r9) cos™ * 7 (ry 4 1y) [ cost tsin®F T ¢ dt
- 3 1 1+ 72 1+ T2
k=0 0
1 k—1

n— k n—
_ 6”—1 n—1 n—k—m—1 k n—k—1 s n—k+l-m—1
= I E (—1) ] o sin 1
k=0 =0 m=0

€

x cosF 7 sin Ty cost T / cosk t sin™ F 1 ¢ dt

0

und andererseits

2

n—1 -1 -1
I/<L6(BT17BT27E7E)) - Z bij <n 7 ) (n] )65 77Té1ﬁ —7—1

i,j=0

X sin® rq cos™ g sind 1y cos™ Ty
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Durch Koeffizientenvergleich kann man nun die Werte von b;; ermitteln, und es folgt
die behauptete Aussage. [ ]

Anwenden von Standard-Argumenten der Integrationstheorie ergibt das folgende
Korollar. Die auftretenden Konstanten o, sind dieselben wie in Satz 7.2.

Korollar 7.3. Es seien 0 < € < 7/2 und K, K’ € K\{0} derart, daff K. € K oder
K! € K gilt. Weiter sei f:(0,€) X 3 x ¥ — R eine nichtnegative, mefibare Funktion.
Dann gilt

/ Fr (K pK"), (2(, oK), u(E, pK")), (2(K', p~ ), u(K', p~ ) dv(p)

anklm///f T, y,v)) cos® rsin® 1y

d@nflfmfl(K ) (y> /U))d@nfk+l7mfl(Ka (.I', U)) dr.

n—1 nkl

k=0 l:() m

[en]

Beweis: Da die Funktion f als punktweiser Limes einer monoton wachsenden Folge
von Elementarfunktionen dargestellt werden kann, geniigt es wegen des Satzes von
der monotonen Konvergenz, Elementarfunktionen f zu betrachten. Aus Linearitéts-
griinden konnen wir weiter f = 14 mit A € B((0,¢) x ¥ x ¥) annehmen. Da in
diesem Fall beide Seiten der zu zeigenden Gleichung endliche Mafle sind in A, geniigt
es wegen des Eindeutigkeitssatzes der Mafitheorie, A = (0,0) x n X 1’ anzunehmen,
wobei 0 < § < eund 0,7’ € B(X) ist. In diesem Fall besteht die behauptete Gleichung
aufgrund von Satz 7.2, da K5 € K oder Kj € K gilt. [ |

Man kann das eben gezeigte Ergebnis dazu benutzen, Berithrwahrscheinlichkeiten
fiir sphérisch konvexe Kérper zu erkliren und zu berechnen. Es seien K, K’ € K\{0},
und es sei 0 < € < /2 mit K, € K. Setzt man in Korollar 7.3 speziell f = 14 mit
A=1(0,0) x B, wobei 0 < § < e und B € B(X x %) ist, so folgt mit

Liy(K,K',B) ={p € SO,41:0<r(K,pK') <4,
(2K, pK'), u(K, pK")), (2(K', p~ K), u(K', p' K))) € B}

die Grenzwertbeziehung

1 &= (BiBin)?

S R (n_-l) (Oi(K, ) ® On—ica (K7, ))(B) -

: / / _
lim »(L(K, K', B)) = Z

Ist daher

n—1
C(K,K') := M%(K)Vn_i_l(l{’) > 0,

=0 (n;l)
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so kann man den Wahrscheinlichkeitsraum (X x X, B(X x X), u(K, K',-)) mit

TR ey T

in natiirlicher Weise als Modell fiir die zuféllige Berithrung von K und eines zu K’
kongruenten konvexen Korpers in vorgegebenen Mengen aus B(X x X) auffassen. Ein
Elementarereignis ((x,u), (y,v)) € £ x ¥ ist dabei als das Ereignis ,es existiert ein
p € SOpyy mit K ¢ H, ) K' C H,u = —pv,z = pyund z € K NpK' N H,"
zu interpretieren. Natiirlich wiirde man gerne einen solchen Wahrscheinlichkeitsraum
auch fiir beliebige Paare (K, K') konvexer Kérper mit C (K, K') > 0 erkldren. Da man
von dem betreffenden Wahrscheinlichkeitsmafl plausiblerweise erwarten wiirde, daf} es
schwach stetig von K und K’ abhéngt und da die Menge aller K € K mit K, € K fiir
eine, 0 < e < 7/2, dicht ist in K\S, liegt es nahe, den obigen Wahrscheinlichkeitsraum
auch fiir beliebige K, K’ € K mit C(K,K’) > 0 als Modell zu akzeptieren. (Der
Beweis der Dichtheitsaussage soll nur kurz skizziert werden: Ist K € K\S und ist
0 < v < 7/2, so existiert ein P € P mit int P # (), K* C P und §(K*, P) < /2.
Nach Bangert [4], Korollar (2.5), existiert ein M € K mit §(P, M) < /2 derart,
dal bd M eine C"*°-Untermannigfaltigkeit von S™ ist. Daraus kann man die Existenz
eines € > 0 und eines L € K folgern mit L. = M. Es gilt dann 6(M*, K) < ~ und
(M*). e K.)

Ist man bereit, den oben angegebenen Wahrscheinlichkeitsraum als naheliegendes
Modell zu akzeptieren, so erhalten insbesondere die Stiitzmafle eine einfache anschau-
liche Interpretation: Ist V;(K) > 0, so ,miit“ ©;(K,n) in natiirlicher Weise die Menge
der den Korper K € K in n € B(X) berithrenden (n — ¢ — 1)-Untersphéren, d.h. die
Menge {S € S,,—;_1 : es existiert ein (z,u) € nmit K C H,,S C H, und z € KNS}.

Es soll im folgenden noch kurz ein axiomatischer Zugang zum Beriihrproblem
zur Sprache kommen, der die spezielle Wahl des obigen Wahrscheinlichkeitsraums als
Modell fiir zuféllige Beriihrung zweier konvexer Kérper in Mengen von Stiitzelementen
von einem weiteren Gesichtspunkt aus als iiberaus natiirlich erscheinen 148t.

Ist fir K, K’ € K das Mafl v(K, K’,-) auf B(X x X) definiert durch

, 1 - i Br—i—1)?
V(K7K7') :Bﬁ 1 E :(6/?71—1)1)
nEn=L =0 i

)

0;(K,) ® On_i—1(K',-),
so weist man leicht die folgenden fiinf Eigenschaften nach:
(a) Fir K, K’ € K und A, B € B(X) gilt
V(K,K'Ax B)=v(K',K,Bx A).
(b) Fir K, K' € K, A,B € B(X) und p € SO, gilt
v(K,K'JAx B)=v(pK,K', pA x B).
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(c) Die Abbildung K +— v(K, K',-) ist schwach stetig.
(d) Fir Ky, Ky, K, K’ € Kund A, B € B(X) mit AN Nor K; = AN Nor K, gilt
V(K1 K',Ax B) = v(Ks, K', A x B),
und v(K, K',-) ist auf Nor K x Nor K’ konzentriert.

(e) Sind B,, By sphirische Kugeln mit Radien r, s < 7/2, so gilt

v(B,, Bs, X x X)) = 521 sin ! (r + s).

n

Ist nun umgekehrt fiir K, K’ € K ein endliches Mal v(K, K',) auf B(X x %)
gegeben, so erscheinen die Eigenschaften (a) — (e) als Forderungen an v(K, K', ) geo-
metrisch tiberaus plausibel, wenn v(K, K’,-) nach Normierung (sofern diese moglich
ist) in natiirlicher Weise die zufillige Berithrung von K durch kongruente Bilder
von K’ beschreiben soll (die in (e) auftretende Normierungskonstante [, /8, ist
natiirlich ganz unwesentlich). Eine einfache Anwendung des Charakterisierungssatzes
4.2.1 zeigt nun aber, dafl v(K, K’,-) in der Tat durch die Eigenschaften (a) — (e)
eindeutig festgelegt ist, also notwendig die oben angegebene Darstellung besitzt. Wir
wollen die dazu erforderlichen einfachen Schliisse nicht néher ausfiihren.

Wir geben einige knappe Literaturhinweise zu dem in diesem Abschnitt ange-
sprochenen Thema. Einen Uberblick iiber Distanzintegrale und die damit zusam-
menhéngenden Berithrmafle im euklidischen Raum findet man in Schneider & Wie-
acker [43]; dort werden die fir die Entwicklung dieses Gebiets wesentlichen Arbeiten
zitiert. Einen axiomatischen Zugang zu gewissen Beriihrwahrscheinlichkeiten bei eu-
klidisch konvexen Kérpern von der Art der oben angedeuteten Uberlegungen hat
Schneider [33] gegeben. Beriihrsituationen fiir Untermannigfaltigkeiten von Réumen
konstanter Kriimmung hat Teufel [45] behandelt.



8 Einige Resultate der euklidischen Integralgeo-
metrie

Aus der Behandlung integralgeometrischer Probleme fiir sphérisch konvexe Korper in
den letzten Kapiteln haben sich Ideen ergeben, die auch in der euklidischen Integral-
geometrie Anwendung finden kénnen. Zum einen werden wir in Abschnitt 8.2 einen
neuen Beweis fiir die abstrakte lokale kinematische Formel von Schneider [40] geben,
wobei der hier vorgestellte Beweis einfacher ist als der urspriingliche in [40]. Zum
zweiten gehen wir in den Abschnitten 8.3 und 8.4 auf kinematische Schnittformeln
fiir verallgemeinerte Kriimmungsmafle von euklidisch konvexen Kérpern und Mengen
des Konvexrings ein, die bisher in der Literatur nicht behandelt worden sind. Auch
bei konvexen Koérpern im euklidischen Raum werden wir die alternative Bezeichnung
,otiitzmafBe” statt ,, verallgemeinerte Kritmmungsmafie verwenden. In 8.3 stellen wir
unsere Ergebnisse vor, die Beweise werden in 8.4 gegeben. Da die Beweise teilweise
vollig analog zum sphérischen Fall verlaufen, kénnen wir uns in diesen Kapitel an
den entsprechenden Stellen kurz fassen. Wir zeigen eine Version der Crofton-Formel
fiir Stiitzmafle von Mengen des Konvexrings. In einem Spezialfall liefert diese Formel
eine neue anschauliche Interpretation der Stiitzmafle. Weiter behandeln wir Versionen
der kinematischen Hauptformel fiir Stiitzmafle. Es wird eine bisher nicht formulierte
Vermutung iiber Paare konvexer Korper vorgestellt, die mit bekannten, aber nicht
einfach zu beweisenden Aussagen iiber die Randstruktur konvexer Korper in einer
gewissen Verbindung steht (gemeint sind die Resultate von Ewald, Larman & Rogers
6], Zalgaller [52], Ivanov [16] und Theorem 2 in Schneider [35]). Unter der Hypothe-
se, daf} diese Vermutung zutrifft, wird die kinematische Hauptformel fiir Stiitzmafle
bewiesen. Es wird gezeigt, dafi die erwdhnte Vermutung fiir die Dimensionen 2 und 3
sowie allgemein fiir Paare konvexer Korper richtig ist, wenn einer der beiden Korper
ein Polytop ist. Heuristische Uberlegungen fithren zu einer in gewisser Weise dualen
Vermutung, die, falls sie zutrifft, ein Resultat von Ivanov [16] verallgemeinert.

8.1 Notation und Vorbemerkungen

Wir bereiten nun die Formulierung unserer integralgeometrischen Ergebnisse iiber
euklidisch konvexe Korper vor. Was die Notation anbetrifft, so verwenden wir im
wesentlichen diejenige aus Schneider & Weil [42]. Da sich aus diesem Grund Inkonsi-
stenzen mit der bisher fiir den sphérischen Fall verwendeten Notation ergeben, weisen
wir ausdriicklich darauf hin, dal wir einen Teil der bisher benutzten Bezeichnungen
und Symbole von nun an mit anderen Bedeutungen verwenden. Wir legen nun die im
weiteren verwendete Notation neu fest.

Wir beziehen uns auf den n-dimensionalen euklidischen Raum R™ mit Standard-

101
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Skalarprodukt (-,-), induzierter Norm || - || und Ursprung o. Die lineare, affine bzw.
konvexe Hiille einer Menge A C R™ wird mit lin A, aff A bzw. mit conv A bezeichnet.
Es sei B" := {z € R" : [jz]| < 1} und S™! := {& € R" : |jz|| = 1}. Es sei
K die Menge aller konvexen Korper (d.h. aller kompakten, konvexen Teilmengen)
von R", versehen mit der von der Hausdorff-Metrik induzierten Topologie. (Nach
Definition ist auch die leere Menge in K enthalten; diese sei ein isolierter Punkt in
K.) Das Innere von K € K sei mit int K, der Rand mit bd K bezeichnet; dim K
ist die Dimension der affinen Hiille von K. Es sei P C K die Menge aller konvezren
Polytope (d.h. aller konvexen Hiillen endlicher Teilmengen) von R™ (einschliellich
0). Fir K € K\{0} und = € R sei d(K,x) der euklidische Abstand von = zu K,
und es sei p(K,x) € K die metrische Projektion von x in K (d.h. der zu x néchste
Punkt in K). Ist d(K,x) > 0, so sei u(K,z) := (z — p(K,z))/d(K,z). Wir setzen
¥ :=R"x 8" ! und Nor K := {(p(K,x),u(K,r)) € X:x € R"\K} fir K € C\{0};
ferner sei Nor () := (). Die Elemente von Nor K bezeichnen wir als Stiitzelemente von
K. Die Menge Nor K C ¥ ist stets kompakt. Fiir K € K und =z € K sei N(K,z) der
Normalenkegel von K in x, d.h. N(K, z) ist der konvexe Kegel

{u e R": (u,x) > (u,y) fir alle y € K}

aller dufleren Normalenvektoren von K im Punkt z. Fiir e > 0, K € K\{0} und
n € B(X) (wobei B(X) wie bisher die Borelsche g-Algebra eines topologischen Raumes
X bedeutet) sei

M (K,n) ={zeR":0<d(K,x) <e (p(K,z),u(K,x)) € n}

die lokale Parallelmenge, und es sei p.(K,n) := A(M(K,n)), wobei A das Lebesgue-
Maf auf B(R") bezeichnet. Ist wie frither x5 das Volumen der k-dimensionalen Ein-
heitskugel, so gilt die Steiner-Formel

n—1

:u’e(K7 77) = Z Enij"i”*j@j (K’ ?7> ’

J=0

wobei durch die Koeffizienten dieses Polynoms die Stitzmafe (oder verallgemeinerten
Krimmungsmafle) ©;(K, ) auf B(X) definiert werden (vgl. [39], Theorem 4.2.1, wobei
dort andere Normierungen gewihlt wurden). Fiir j € {0,...,n — 1} sei ©,(0,-) := 0,
fir € > 0 sei p(0,-) := 0 gesetzt. Wihlt man in der Steiner-Formel der Reihe nach
e=1,2,...,n, so kann man das entstehende lineare Gleichungssystem auflésen, und
es resultiert

@j(K7 ) = Z bjkuk(Kﬂ ) (81>
k=1

fir alle K € K mit gewissen Konstanten b;, € R. Fiir j € {0,...,n — 1} wird
durch ®;(K, A) := 0,(K, Ax S"1) das j-te Kriimmungsmaf und durch @, (K, A) :=
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MK NA) das n-te Krimmungsmafi von K € IC definiert (jeweils A € B(R™)). Weitere
Spezialisierung liefert fiir j € {0,...,n} das j-te innere Volumen V;(K) := ®,;(K,R")
von K € K. Fiir die wichtigsten Eigenschaften der Funktionale ©;, ®; und V; ver-
weisen wir auf Schneider [39], Abschnitt 4.2. Auf eine Eigenschaft der StiitzmaBe, die
leicht aus ihrer Definition folgt, wollen wir gesondert hinweisen: Das Funktional ©;
ist lokal erklart, d.h. sind K, K’ € K und n € B(X) mit n N Nor K = nN Nor K’, so
gilt @j(K7 77) = GJ(K/> 77)'

Der Konvexring R ist die Menge aller endlichen Vereinigungen konvexer Koérper.
Es gibt eindeutig bestimmte Fortsetzungen der Stiitzmafie ©; auf R, die additiv sind
auf R, d.h. mit der Eigenschaft

O;(KNK', )+ 0;(KUK',.) =0,(K,-)+ 0,(K',)

fiir alle K, K’ € R (wir fithren also keine neuen Symbole fiir diese Fortsetzungen ein).
Eine Konstruktion dieser Fortsetzungen findet man etwa in Schneider [39], Abschnitt
4.4. Ist K € R dargestellt als Vereinigung der konvexen Koérper K, ..., K,,, so gilt

0;(K, )= Y (-)M'e;(K,,-);

veS(m)

hierbei ist wie frither S(m) die Menge aller nichtleeren Teilmengen von {1,...,m},
fiir v € S(m) ist |v| die Elementzahl von v, und es ist K, := N;e, K.

G, bzw. SO,, seien die Gruppen aller eigentlichen Bewegungen bzw. eigentlichen
Drehungen von R", jeweils versehen mit der {iblichen Topologie. Es seien p bzw. v
die Haarschen Mafe auf G,, bzw. SO,,, normiert durch u({g € G, : g(0) € B"}) =k,
bzw. durch v(SO,) = 1. Es bezeichne & (bzw. L) die Menge aller affinen (bzw.
linearen) ¢-dimensionalen Unterrdume von R", g € {0,...,n}, versehen mit der iibli-
chen Topologie. Es sei p, (bzw. v,) das Haarsche Mafl auf dem homogenen G,,- (bzw.
SOp-) Raum & (bzw. L), normiert durch p,({E € & : ENB™ # 0}) = finq
(bzw. durch v,(£}) = 1). Ist E € &£, so bezeichnen wir mit A” das g-dimensionale
Lebesgue-Maf in der Ebene E. Fiir die Mafle ;1 und g1, gelten die folgenden Transfor-
mationsformeln (vgl. [42], Beweis von Satz 1.2.6 und Gleichung (1.9)). Ist f : G,, = R
eine nichtnegative, melbare Funktion, so gilt

[ran= [ [ o0 irwin).

Gn SO, R7
wobei 7(z) die Translation mit 2 € R™ ist. Ist f : & — R nichtnegativ und mefbar,
so gilt

/ fdpg = / / FOLy + z) dX""a (2)dv(9)
Ep SO 9L

wobei L, € L} ein beliebiger g-dimensionaler linearer Unterraum und LqL sein ortho-
gonales Komplement ist.
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Wir zitieren nun die Crofton-Formel und die kinematische Hauptformel in den
Versionen fiir Kriimmungsmafle konvexer Kérper. Es werden dabei die durch

() rernss—e T (AFHT (2475

ik = — = : ~
()R D(5H)T(%5)

definierten Konstanten benutzt. Beweise fiir die folgenden beiden Sétze findet man
z.B. in Schneider & Weil [42].

Satz 8.1.1. (Crofton-Formel) Es sei K € K und A € B(R"). Dann gilt fir q €
{0,...,n} und j € {0,...,q} die Bezichung

[ 8K N E AN E) du(B) = augy s ).

&

Satz 8.1.2. (Kinematische Hauptformel) Fir K, K’ € K, A,B € B(R") und j €
{0,...,n} gilt die Formel

/CIDj(K NgK',ANgB)du(g) = Z njkPr(K, )@y (K, B).
Gn k=j

Wir werden Charakterisierungssétze fiir die ®; und die ©; benétigen. Die folgende
Aussage kann dem Beweis von Theorem 6.1 in Schneider [34] entnommen werden.

Satz 8.1.3. Es sei) : PxB(R™) — R eine nichtnegative Abbildung mit den folgenden
FEigenschaften:

(a) Fir alle P € P ist (P, -) ein (endliches) Maf.
(b) Es gilt Y(gP, gA) = (P, A) fir alle P € P, A€ B(R") und g € G,,.

(c¢) Ist B C R" offen und sind P,P' € P mit PN B = P' N B, so ist (P, A) =
W(P', A) fir alle A € B(R?) mit AC B

(d) Fir alle P,P' € P mit PUP' € P gilt

Dann gibt es Zahlen cy, ..., c, > 0 mit

fiir alle P € P.
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Eine &hnliche Aussage gilt auch fiir die Stiitzmafle. Der Beweis verlauft weitgehend
analog zu dem der sphérischen Entsprechung (Satz 4.2.1); es geniigt daher, die nétigen
Uberlegungen nur kurz anzudeuten.

Satz 8.1.4. Es sei ) : P x B(X) — R eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

(a) Fir alle P € P ist (P, ) ein (endliches) signiertes Maf.

(b) Es gilt (9P, gn) = ¥(P,n) fir alle P € P, n € B(X) und g € Gy, wobei hier
gn = {(gz,9u) € X : (z,u) € n} ist (wenn g = 7o die Zerlegung von g in
eine Translation T und eine Drehung ¥ € SO, ist).

c) Istn € B(X) und sind P, P € P derart, daff nN\Nor P =nNNor P’ gilt, so ist
(c) Istn 1 U g
V(P,m) = (P n).

Dann gibt es Zahlen cy, . ..,cp_1 € R mit

¢(P= ) = ZCZ@Z(P7 )
fiir alle P € P.

Beweisskizze: Unter Verwendung von (b) und der Tatsache, dafl 1) nur reelle Werte
annimmt, kann man leicht zeigen, daf (0, ) = 0 ist. Aus (c) folgt nun, dafl ¢(P,-)
auf Nor P konzentriert ist fiir alle P € P. Nun kann man die Behauptung &hnlich
wie im Beweis von Satz 4.2.1 zeigen. ]

8.2 Die abstrakte lokale kinematische Formel

Der nachfolgende, von Schneider [40] bewiesene Satz entspricht im sphérischen Raum
Satz 5.3.1. Es soll nun ein neuer Beweis fiir dieses Resultat gegeben werden, der
ghnlich wie im sphérischen Raum verlduft.

Satz 8.2.1. Es sei A : K x B(R") — R eine nichtnegative Abbildung mit folgenden
FEigenschaften:

(a) Fir alle K € K sei A(K,-) ein auf K konzentriertes (endliches) Map.

(b) Die Abbildung K — A(K,-) sei schwach stetig.

(c) A seilokal erklirt, d.h. fir K, K' € K und offenes B C R mit KNB = K'NB
sei A(K,A) = AN(K', A) fir alle A € B(R™) mit A C B.
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(d) A sei additiv, d.h. fir K, K' € K mit K UK' € K sei
AMKUK' )+ ANKNK',-)=ANK, )+ AK',-).

Dann gilt fir alle K, K’ € KC und A, B € B(R™) die Formel

n

/ Apj /
[ A Q9K AN GE) dilg) = sy D S MK AV a(K' )

(67
k—j n0k

Gn

fir j €40,...,n}, wobei durch

A (K, A) = / A(K N E,ANE)dy,_;(E)
o

n—j

das j-te assoziierte Mafl A;(K,-) von A(K,-) definiert wird.

Beispiele fiir die betrachteten Abbildungen A sind die Kritmmungsmafle ®;. Wir
verweisen auf [40] fir weitere Beispiele. Wegen der Crofton-Formel (Satz 8.1.1) folgt
fir A := ®

Nj = anon-j)Pj = ano; @,

fir j € {0,...,n}. Satz 8.2.1 enthélt damit die kinematische Hauptformel fiir
Kriimmungsmafe (Satz 8.1.2) als Spezialfall.

Beweis von Satz 8.2.1: Es sei j € {0,...,n}. Wie in [40], S. 280 f., gezeigt wurde
(und im iibrigen auch voéllig analog zu der Argumentation im Beweis von Satz 5.3.1),
folgt aus den Eigenschaften (a) und (b), da8 das A;(K, A) definierende Integral exi-
stiert, und dafl A;(K, -) ein endliches Ma$ ist. Die Eigenschaften (a) — (d) ibertragen
sich von A auf die assoziierten Funktionale A;. Wie in [40], S. 281, zeigt man, da8
das Integral in der behaupteten Gleichung existiert und endlich ist.

Essei K € K und A C R” offen. Wir definieren eine Abbildung ¢ : KxB(R") — R
durch

UK B) = [ A N 9K ANgB) duy).
Gn

Analog wie im Beweis von Satz 5.3.1 sieht man, dal die Einschrankung von v auf
P x B(R") die Voraussetzungen des Charakterisierungssatzes 8.1.3 erfiillt. Es gibt
daher Zahlen ¢y, ..., ¢, > 0, die nur von K, A und A; abhingen, mit

’QZ)(K/, B) = i Ci(bn_i(K/, B)
1=0

fiir alle K’ € P und B € B(R").
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Wir bestimmen nun die Konstanten ¢;. Es sei ¢ € {0,...,n}, und essei L € L]} ..
Wir withlen eine offene, beschrinkte Menge B C R™ mit \X(L N B) = 1. Weiter sei
K’ € P ein Polytop mit K’ C L, das BN L in seinem relativen Inneren enthélt. Es
gilt dann Oy (K',B) = 1 fur k = n —i und Oy (K’, B) = 0 fur k # n — i. Ferner gilt
KnNngK'ngB=KnNgLNgB und damit

AN(KNgK',ANgB)=A;(KNgL,ANgB)

fiir alle g € G, da die assoziierten Funktionale lokal erkléart sind. Damit ist

o - / (K N gK', AN gB) dulg)
Gn,

= /Aj(KﬂgL,AﬂgB) dp(g)
G

_ / /Aj(K N (oL +2), AN (pB + 2)) d\(z)dv(p)

SOn R™

— ///Aj(Km(pL+a:1+x2),Aﬂ(pB+I1+fE2))dVL(x1)

SOn pLJ‘ PL

AN () dv(p)
- / / / A (K 0 (pL + 22), AN (pB + 1 + 22)) A (1) AN (22)dv (p)

SOn le pL

= /// / 14(2)LpB 1wy s () dA; (K 0 (pL + 23), 2)dN" (1)

SOn pLt pL pL+a2

NP (25)dv(p)
= / / / ]-A(-’Ij)/1—pB—x2+x(x1)d)‘pL(xl)dA]'(Kﬂ(pL—i_x?)?x)

SOn pL+ pL+x2 pL
1

AN (@2)dv (p)

wobei wie frither 1,4 die Indikatorfunktion der Menge A bedeutet. Nun gilt

/1p3x2+x(m1) dNE(z1) = MW (pL N pB) = A (LN B) =1

pL
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fiir alle 5 € pL* und alle x € pL + x5 und damit

¢ = / /Aj(Km(pLﬂ;),Am<pL+x))dv“(x)dy(p>

SOn pL+

_ /AAKQEAQEMMi@)

&,
- / / AMENENF,ANENF) djy_;(F)dpn_i(E) .
&gl

Ist i + 7 > n, so gilt fiir jedes F € &_;, dafl der Schnitt £ N F leer ist fiir ju,;-fast
alle ' € &), (dies folgt leicht aus [42], Satz 1.2.5). Daher ist ¢, ;41 =+ = ¢, = 0.
Nun sei i +j < n. Setzen wir X := {(E,F) € &}, x & ; : ENF € &, ;}, s0
gilt pin—; ® pn—j((En_; x EF_;)\X) = 0. Das BildmaB der Einschrinkung von p, ; ®
pin—j auf X unter der (stetigen) Abbildung X — &}, ,, (E,F) — ENF, ist ein
nicht identisch verschwindendes, bewegungsinvariantes Maf§ auf &}, ., das endlich
ist auf kompakten Mengen. Aus Satz 1.3.4 in [42] folgt daher, dafl dieses Bildmaf
ein positives Vielfaches von p,—;,—; sein mufl. Mit dem Satz von Fubini und dem
Transformationssatz folgt daher

gn

n—i—j

mit einer von ¢ und j, nicht aber von A, K und A abhéngigen Konstanten d;; > 0.
Damit gilt also

/Aj(K NgK', ANgB)du(g) =Y _ di—j;Ar(K, A) i1 (K', B)
G k=j

fir alle K € K, K’ € P, B € B(R") und alle offenen A C R". Da beide Seiten dieser
Gleichung Mafe sind in A, gilt diese Gleichung auch fiir alle A € B(R").

Vollig analog wie im Beweis von Satz 5.3.1 sieht man nun, dafl ¢)(K’, ) schwach
stetig von K’ € K abhéngt (die in der Definition von v verwendete Menge A wird
weiter als offen angenommen). Mittels Approximation durch Polytope sieht man da-
her, dal die eben genannte Gleichung auch fiir alle K" € K und alle offenen A C R",
somit also auch fur alle A € B(R™) besteht.

Setzt man speziell A = &g, so ist nach der Crofton-Formel Ay = 0P, fiir
k €{0,...,n}. Indem man etwa A = B = R" setzt, K € K mit int K # () wihlt und
K’ = aK setzt fiir positive reelle Zahlen «, zeigt ein Vergleich mit der kinematischen
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Hauptformel unter Verwendung der Homogenitétseigenschaften der inneren Volumina
fiir die Konstanten d(,—;); = Qtnojinji /anor und damit die Behauptung. [ |

8.3 Kinematische Formeln fiir Stiitzmafle

Ahnlich wie im sphérischen Raum sollen nun auch Versionen der kinematischen
Hauptformel und der Crofton-Formel fiir Stiitzmafle formuliert und bewiesen wer-
den. Die Beweise der Sdtze dieses Abschnitts tragen wir in 8.4 nach. Im Fall der
kinematischen Hauptformel ist es uns fiir Dimensionen n > 4 allerdings zunéchst
nicht moglich, beliebige Paare konvexer Korper zuzulassen. Ein wesentliches Hilfs-
mittel im Beweis ist ndmlich — &hnlich wie im sphérischen Fall — die folgende Aussage
iiber Paare konvexer Korper, die wir in ihrer Allgemeinheit nur als Vermutung aus-
sprechen koénnen. (Wie iiblich setzen wir lin () := {o}.)

Vermutung 8.3.1. Es seien K, K' € K. Dann gilt fir pu-fast alle g € G,
lin N(K,z) Nlin N(gK', z) = {0}

fiir alle x € K NgK'.

Zugunsten unserer Vermutung kénnen wir (neben dem durch Hilfssatz 6.2.1 ge-
gebenen sphérischen Pendant) die folgenden beiden Resultate anfiihren.

Satz 8.3.2. Firn € {2,3} ist Vermutung 8.3.1 richtig.

Bemerkung: Der Beweis dieses Satzes, der auf Anregungen von Herrn Professor
Schneider zuriickgeht, zeigt eine allgemeinere Aussage. Fiir beliebiges n werden gewis-
se Teilbehauptungen von Vermutung 8.3.1 bewiesen, die fiir die Dimensionen 2 und
3 schon die allgemeine Behauptung ergeben. Der Beweis von Satz 8.3.2 zeigt auch,
dafl die Vermutung zutrifft, falls K und K’ glatte konvexe Korper sind. Fiir diesen
Fall reduziert sich die unten bewiesene Schnittformel jedoch auf bekannte Resultate.

Wir nennen im folgenden ein Paar (K, K') konvexer Korper zulissig, wenn die
eben genannte Vermutung auf dieses Paar zutrifft. Unter Verwendung eines Ergeb-
nisses von Zalgaller [52] iiber die Randstruktur konvexer Korper kénnen wir zeigen,
dafl Paare konvexer Korper zuléssig sind, wenn einer der beiden Korper ein Polytop
ist:

Satz 8.3.3. Ist K € K und ist P € P, so sind die Paare (K, P) und (P, K) zuldssig.



8 FEINIGE RESULTATE DER EUKLIDISCHEN INTEGRALGEOMETRIE 110

Bemerkung: Der Beweis dieses Satzes zeigt, dafl seine Aussage richtig bleibt, wenn
P ein konvexer Korper mit nur abziahlbar vielen Seiten ist.

Wir definieren nun die in den kinematischen Formeln auftretenden Verkniipfungen

fiir Teilmengen von Y. Sind 7,7’ C 3, so sei
nAn = {(m,u) €Y 1 u € [ug,ug) mit ur,uy € S", uy # —uy,
(z,u1) €, (z,u2) €1},

wobei hier und im folgenden [uy, us] die abgeschlossene sphérische Strecke ist, die die
Vektoren uy, uy € S"7!, uy # —uy, verbindet. Fiir Teilmengen 7,7’ C ¥ U (R™ x {0})
setzen wir
nn = ((nNI)A N NY)U{(z,u) €n:(z,0)en}U{(z,u) €en : (x,0) €n}.
Firn C X und £ € £, ¢ € {0,...,n}, setzen wir schlieBlich

nANE = {(x,u)eE Do € ug, up) mit ug,up € S™ ug # —u,
(x,u1) €n, x € E, UQEEJ_},

wobei B+ € Ly, der lineare Unterraum ist, der orthogonal ist zu E.

Wir formulieren nun unsere Ergebnisse. Die in den Integranden stehenden Stiitz-
mafle setzen wir als vollstdndig voraus. Fir n C ¥ und g € G, hatten wir schon
frither gn := {(gz,Yu) € ¥ : (x,u) € n} gesetzt, wobei g = 7 o ¥ die Zerlegung von
g in eine Translation 7 und eine Drehung v € SO, ist. Die Konstanten «,;, hatten
wir auf S. 104 definiert.

Satz 8.3.4. Sei (K, K') ein zuldssiges Paar konvexer Kérper. Dann gilt fir n €
B(Nor K), ' € B(Nor K')

n—1
/@j(K NgK' nAgn)du(g) = > anjuOu(K,0)On (K 1)
& k=j+1

firje{0,...,n—1}.

Fassen wir die Stiitzmafie ©;(K, ), j € {0,...,n—1}, als Mafle auf XU (R"™ x {o})
auf und setzen wir noch 0, (K,n) := A(K N{zx € R" : (z,0) € n}) fir n € B(X U
(R™ x {0})), so gilt die folgende Aussage.

Satz 8.3.5. Es sei (K, K') ein zulissiges Paar konvexer Korper. Ist n € B(Nor K U
(K x{0})) und 7 € B(Nor K' U (K’ x {0})), so gilt

/@j(K NgK' . nNgn')du(g) = onjOk(K, 0)Onsj—r(K', 1)
Gn k=j

fir 3 €{0,...,n}.
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Die folgende Version der Crofton-Formel konnen wir ohne Einschriankung an den
beteiligten konvexen Korper beweisen.

Satz 8.3.6. Es sei K € K und g € {1,...,n—1}. Ist n € B(Nor K), so gilt

/@j(K NE,NAE)dpug(E) = anjgOnyj—q(K,n)
£y

fiir alle 5 € {0,...,q— 1}.
Bemerkung 1: Aus Satz 8.3.6 ergibt sich eine neue geometrische Interpretation der

Stiitzmafle ©; (eine analoge Interpretation war bisher nur fiir die Kriimmungsmafle
®; bekannt): Fiir j € {1,...,n — 1} gilt

1

Qnoj

O;(K,n) =

/ (K NE,nAE)dp,—;(E),

n
&

und das im Integrand auftretende Maf} hat eine einfache anschauliche Interpretation.
Es gilt ndmlich

1

O (K,n) = H'" ' {ue S" ! ex. x € R" mit (x,u) € N Nor K})

fir alle K € K und n € B(X), vgl. Schneider [36], S. 120, Gleichung (4.5); hier-
bei ist H" ! das (n — 1)-dimensionale Hausdorfl-Ma8. Insbesondere erhalten dadurch
die aus der Theorie der gemischten Volumina bekannten Oberflichenmafle, die durch
U (K,w) = 0;(K,R" x w), w € B(S"™!), definiert werden kénnen, eine neue inte-
gralgeometrische Interpretation.

Bemerkung 2: Mit Hilfe von Uberlegungen, die in den Beweisen der Sétze 8.3.2
und 8.3.3 verwendet werden, kann man zeigen, daf§ Paare (K, K’) konvexer Korper
zuldssig sind, wenn dim K’ < 2 ist. Durch Anwenden von Satz 8.3.6 fiir die Falle
g=2und j € {0,1} und von Satz 8.3.4 ist es dann moglich, die Gleichung

/ On—o(KNgK',nAgn')di(g) = dnmn—2)(n-1)0n-1(K,1)0,_1 (K", 1)
Gn

fiir beliebige K, K’ € K und n € B(Nor K), ' € B(Nor K’) zu zeigen. Da das
Resultat doch noch recht speziell und der Beweis etwas ldnger ist, wollen wir davon
absehen, diesen hier wiederzugeben.

Bemerkung 3: Im Hinblick auf die kinematischen Schnittformeln fiir Stiitzmafe
bieten sich in natiirlicher Weise zwei Fragen an: Zum einen, gibt es eine abstrakte Ver-
sion etwa von Satz 8.3.4, d.h. kénnen die Stiitzmafle ©; im Integranden ersetzt werden
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durch Elemente aus einer Menge von Funktionalen, die den von {©y,...,0,_1} auf-
gespannten Vektorraum als echte Teilmenge enthélt? Wie im Falle der sphérischen
Hauptformel (vgl. Abschnitt 6.1) ist es uns nicht gelungen, die bei einer Verallgemei-
nerung in diese Richtung auftretenden Schwierigkeiten zu {iberwinden. Zum zweiten
stellt sich die Frage, ob es auch translative Schnittformeln fiir Stiitzmafle konvexer
Korper gibt, etwa analog zu den Ergebnissen von Schneider & Weil fiir den Fall von
Kriimmungsmafen (s. etwa [42], Sétze 3.1.1 und 3.1.3). Es ist mdoglich, eine Version
anzugeben fiir den Fall, daf§ die beiden Koérper Polytope sind. Im Zusammenhang
mit den sich dann stellenden Approximationsproblemen erscheint die Frage interes-
sant, ob die translative Version von Vermutung 8.3.1 richtig ist, d.h. ob die Gleichung
lin N(K,z)Nlin N(K' 4+ t,z) = {o} fir alle x € K N (K" +t) fiir \-fast alle t € R”
bei beliebigen K, K’ € K besteht.

Bemerkung 4: Es gibt auch eine gemeinsame Verallgemeinerung der Sétze 8.3.4
und 8.3.6 in Form einer kinematischen Hauptformel fiir Stiitzmafle von Zylindern,
analog zu der entsprechenden Version fiir Kriimmungsmafe (s. dazu etwa [42], Satz
4.3.2). Die Giiltigkeit dieser Verallgemeinerung unterliegt den entsprechenden Ein-
schrinkungen wie in Satz 8.3.4: Wir konnen auch diese Formel nur fiir ,,zuléssige*
Paare (K, Z) zeigen, wobei K ein konvexer Korper und Z ein Zylinder, d.h. eine
Menge der Form M + L mit L € Ly, q € {0,...,n—1},und M € K mit M C L* ist.
Wir sehen hier davon ab, auf dieses Resultat ndher einzugehen, da im Beweis keine
Methoden Anwendung finden, die {iber die fiir die Sétze 8.3.4 und 8.3.6 verwendeten
hinausgehen.

Es gibt auch Versionen der Sitze 8.3.4 — 8.3.6 fiir die Mengen des Konvexrings.
Wir miissen zunéchst die Menge Nor K aller Stiitzelemente auch fiir Elemente K des
Konvexrings R erkldren. Wir gehen dazu wie im sphérischen Fall vor. Ist K € R, so
sei I(K) die Menge aller Folgen (K;)iey in K mit K = U, K; und K; = () fiir fast
alle ¢ € N. Bezeichnet weiter S(N) die Menge aller nichtleeren Teilmengen von N, so

setzen wir
Nor K := ﬂ U Nor (ﬂKZ> .
)

(K;)EI(K) veS(N icv

Solange Vermutung 8.3.1 noch unbewiesen ist, kénnen wir unsere Versionen der kine-
matischen Hauptformel fiir Mengen des Konvexrings nur eingeschrénkt zeigen. Sind
K, K" € R, so soll das Paar (K, K') zuldssig genannt werden, wenn es Darstellungen
K=KU---UK,, K =K/U---UK/, mit Ky,...,K,,,K],..., K/, € K gibt
derart, daB fiir alle v € S(m) und alle v € S(m') das Paar (K, K,) konvexer Kérper
zuldssig ist. Nun konnen wir die folgenden Resultate formulieren.

Satz 8.3.7. Die Sdtze 8.3.4 und 8.3.5 gelten auch fir zulissige Paare (K, K') von
Elementen des Konvexrings R.
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Satz 8.3.8. Die Aussage von Satz 8.3.6 gilt auch fir Mengen K € R.

Abschlieend mochten wir noch eine Vermutung formulieren, die in gewisser Weise
dual ist zu Vermutung 8.3.1. Aufgrund der Bemerkung im Anschlufl an Hilfssatz 6.2.1
halten wir auch diese zweite Vermutung fiir iiberaus plausibel.

Vermutung 8.3.9. Sind K und K' konveze Korper, so gilt fiir u-fast alle g € G,, das
Folgende: Ist H eine Hyperebene derart, daf$ einer der durch H begrenzten abgeschlos-
senen Halbriume die Korper K und gK’ enthdlt, und sind die Mengen A C HN K
und B C HNgK' affin unabhingig, so ist auch AU B affin unabhingig.

Ist speziell K’ eine einpunktige Menge, so besagt die Aussage von Vermutung
8.3.9, daB fiir \"-fast alle z € R"\ K jede Gerade durch z, die K beriihrt, nur einen
Punkt mit K gemeinsam hat. Diese Aussage ist als ein Resultat von Ivanov [16] be-
kannt. Vermutung 8.3.9 wire also eine Verallgemeinerung des Ergebnisses von Ivanov.

8.4 Beweise zu Aussagen aus Abschnitt 8.3

Beweis von Satz 8.3.2: Wir zeigen fiir beliebiges n > 2 gewisse Teilaussagen von
Vermutung 8.3.1; in den Féllen n = 2,3 decken diese Teilaussagen schon die gesamte
Behauptung ab. (Fiir n = 2 ist aber auch ein einfacherer Beweis moglich.)

Es seien K, K" € K. Fiir i,7 € {1,...,n} setzen wir

Ay ={g€ G, : esgibteinze KNgK mit dimN(K,z) > i,
dim N(gK',z) > j,lin N(K,z)Nlin N(gK',z) # {0} }.

Die Mengen A;; sind stets F,-Mengen: Setzen wir fiir m € N

Al = {g€G, : esexistieren z € KNgK' u,...,u; € N(K,z)nS"
v1,..,v; € N(gK',2) N S™ b und Ay, oo Niy s+ ooy i1y €R
mit [Ar], .. A [l - ] < my ug, - w] > 1/m,
[v1, ... ,0;] > 1/mund S5 Mewe = S0, jupvg € srty

(hierbei ist [ug, ..., u;] das i-dimensionale Volumen des von uy, ..., u; aufgespannten
Parallelepipeds), so ist leicht zu sehen, dafl A}} abgeschlossen ist fiir alle m € N, und
es gilt A;; = Uy _; A} Die Mengen

Bij = Aij\(Agir1); U Aig+1))
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(mit Agg1y = Ay =0 fir k € {1,...,n+1}) sind daher Borel-Mengen. Es gilt

B;; C {g €G, : esgibteinz e KNgK mit dim N(K,z) =1,
dim N(gK',z) = j und lin N(K,z) Nlin N(9K',z) # {o}} .

Wegen

U Bij={g€G,: esgibt ein z € KNgK' mit lin N(K,z)Nlin N(gK', z) # {o}}

1,7=1

ist es unser Ziel, u(B;;) = 0 fir alle 4,5 € {1,...,n} nachzuweisen. In den Fillen
1=j=1,74+j >nund i + 57 = n werden wir dies im folgenden zeigen kénnen.
Wir setzen noch

Cij:={teR" : esgibteinz e KN (K +t)mit dim N(K,z) =i,
dim N (K’ +t,2) = j,lin N(K,z) Nlin N(K' +t,z) # {o}}

fir 4,7 € {1,...,n}. Ist es moglich, fiir beliebige K, K’ € K zu zeigen, dafl das n-
dimensionale Hausdorff-Mafl #" der Menge C;; verschwindet, so folgt auch p(B;;) = 0
fiir beliebige K, K’ € K.

1. Fall: i = j = 1. (Die Untersuchung dieses Falls wire fiir den Zweck des Beweises
der Sétze 8.3.4 und 8.3.5 entbehrlich.)

Es gilt C;; = CTUC™ mit

C*:={teR" : esgibteinze KN (K +t) mit dim N(K,z) =1,
dim N(K'+t,z) =1, N(K,z) = +N(K' +t,z)}.

Es gilt C~ C {t € R” : K und K’ + t beriihren sich} = bd (K — K’) und daher
H™(C~) = 0. (Hier und im folgenden ist K + K’ fir K, K’ € K die Minkowski-
Summe, und es ist K — K’ := K + (—K').) Ist dim(K + K') < n, so gilt H"(C*") = 0.
Wir kénnen daher dim(K + K’) = n annehmen. Nach Theorem 2.3.2 in [39] gibt
es zu vorgegebenem e > 0 Kappen K, ..., K,, des Korpers K + K’ (die K} sind
also Schnitte von K + K’ mit abgeschlossenen Halbrdumen) mit den Eigenschaften
bd (K + K') C U Ky und Y ;" | AM(K}) < e. Nach dem Beweis von Lemma 2.3.9 in
[39] gilt fiir gewisse Translationsvektoren ay € R"

C+ C G((Kk - Kk) + ak).

k=1

Aufgrund von Lemma 2.3.3 in [39] ist K} — K}, in einem Translat von Kj + nKj
enthalten, daher gilt
MKk — Ki) < (n+ 1)"AM(Ky)
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fir alle k € {1,...,n}. Damit ist

HY(CT) < (n+1)" Y H"(Ky) + D)"Y AR < (n+ 1)
k=1 k=1

und damit H"(CT) = 0 wegen der Beliebigkeit von €. Es gilt damit H"(Cy;) = 0
Wie oben bemerkt, folgt daraus u(By1) = 0.

Zur Behandlung der beiden weiteren Fille betrachten wir die Menge aller affinen
(n — i)-Ebenen in R™, die durch Punkte mit rationalen Koordinaten aufgespannt
werden, und ordnen diese Menge auf irgendeine Weise zu einer Folge (E"™),cn. Es
sei B eine Kugel, die K und K’ in ihrem Inneren enthélt. Wir setzen

K':=p(K,E""NB),

wobei p(K,-) die in Abschnitt 8.1 definierte metrische Projektionsabbildung ist, und
erkliren in analoger Weise K. Ist # € bd K ein Punkt mit dim N(K,z) = i, so
gilt N(K,z) N E" "N B # () und damit z € K fiir ein 7 € N, vgl. den Beweis von
Theorem 2.2.4 in [39].

2. Fall: 1 4+ 5 > n.

Ist t € Cjj, so existiert ein Punkt z € K N (K’ 4 ¢) mit dim N(K,z) = i und
dim N (K’ 4 t,z) = j, daher gilt € K? und z —t € K" fiir gewisse r,5 € N. Es
besteht also die Inklusion .

Cij C U (Kﬁ — K/i) .

r,s€N

Nach Definition ist die Menge K! — K 'g gleich dem Bild von
(E''NB) x (EM’NB)CR" xR"

unter der Abbildung (a,b) — p(K,a) —p(K’,b). Da dies eine Lipschitz-Abbildung ist
(dies folgt sofort aus Theorem 1.2.2 in [39]), hat K? — K"/ endliches Hausdorff-Maf
der Dimension n + i +n — j < n. Daher gilt H*(K? — K") = 0 fiir alle 7,5 € N und
daher H"(C;;) = 0. Es folgt u(B;;) = 0.

3. Fall: i + j = n.

Fiir r, s € N definieren wir

Di:={g€ B : esgibt eianK:ﬁgK'i mit dim N(K,z) =1,
dim N(gK',z) = j,lin N(K,z) Nlin N(gK',z) # {0} } .

Da die Mengen K', K ’g kompakt und damit abgeschlossen sind, kann man wie oben
zeigen, daBl D € B(G,,) ist. Es gilt

B;=J D,

r,s€N
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es geniigt also, pu(D¥%) = 0 zu zeigen. Wir definieren eine meBbare Funktion f, :
R™ x SO,, — {0,1} durch

frs(t, p) := 1D” (T(t)op),

wobei 7(t) die Translation mit dem Vektor ¢ € R™ ist. Es gilt

wci) = [ [ty areavte).

SO, R™

Wir setzen zur Abkiirzung FE, := E" N B, F, := E" 7 N B und definieren die
Funktion g,s : E,. x Fy x SO,, — {0, 1} als Indikatorfunktion der Menge

{(z,y,p) € E, x F; x SO, : dim N(K,p(K,z)) =i,dim N(K',p(K',y)) = j,
lin N(K,p(K,x)) Nlin pN(K', p(K', y)) # {0} } .

Diese Menge ist der Schnitt der drei Mengen

{(z,y,p € B, x F; x SO, : dimN(K,p(K,z)) > i dimN(K’,p(K’ ) >,
lin N(K,p(K,z))Nlin pN(K', p(K # {o}},

{(x,y,p € E.x Fy,x SO, : dimN(K,p(K, z)) < 2},

{(z,y,p € B, x F; x SO, : dimN(K',p(K',y)) <j}.

Die erste Menge ist eine F,-Menge, und die beiden anderen sind Gs-Mengen, wie man
dghnlich wie oben einsieht. Die Funktion g, ist daher mefibar. Legt man auf F, x Fj
die durch d((z,y), (Z,9)) := ||z — Z|| + ||y — || definierte Metrik zugrunde, so ist die
Abbildung ¢ : E, x F, = R", (z,y) — p(K,z) — pp(K',y), fiir alle p € SO,, eine
Lipschitz-Abbildung mit Lipschitz-Konstante < 1. Fiir die Mengen

U= {tER": fy(t,p) = 1}

und
V = {(.’L’,y) - Er X Fs : grs(a:ay?p) = 1}

zeigt man leicht
UcCeV).

Daher gilt
AU) =H"(U) <H (p(V)) <H(V) =A@ (V),

/fmt,odk //grs:vy,odAE( )AA" ()

Fs E,

also
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fiir alle p € SO,,, wobei wir abkiirzend F := E"~* F := F"J gesetzt haben. Es folgt

w(Ci) = / / Foe(t, p) dA(E)d ()

SO, R™

[ [ [ stenprt@ant tavie)

SOn Fs Er

— / / / Grs(z, 1, p) dv(p)dNE (2)dNF ()

Fs Er SOn
= 0,

IN

denn das innere Integral verschwindet aufgrund von Lemma 4.5.1 in [39)]. u

Wir kommen zum Beweis von Satz 8.3.3. Es wird der folgende Hilfssatz verwendet,
der vielleicht auch fiir sich interessant ist. Im Beweis dieses Hilfssatzes geht wesentlich
ein Resultat von Zalgaller [52] ein. Es sei daran erinnert, da wir fir £ € £ mit £+
den linearen Unterraum orthogonal zu E bezeichnet hatten.

Hilfssatz 8.4.1. Es sei K € K und q € {0,...,n —1}. Dann gilt fir p,-fast alle
Ee&y
E+Nlin N(K,z) = {0}

fiir allex € KNE.

Beweis: Der Fall ¢ = 0 ist wegen A"(bd K) = 0 klar. Sei also ¢ > 1. Wir sagen,
eine Ebene £ € & sei in K-allgemeiner Lage, wenn E+ Nlin N(K,z) = {o} ist
fir alle z € K N E, und wir definieren A als die Menge aller £ € £7, die nicht in
K-allgemeiner Lage sind. Ahnlich wie im Beweis von Satz 8.3.2 kann man zeigen, dafl
A eine Borel-Menge ist: Es gilt A = UY_; A, mit

Ap={E €& : esexistieren v € KNE,u,uy € N(K,r)N S™ L und M\, A €R
mit [Ai], [Ae| < m und Ajuy + douy € EE NS

Mittels einfacher Kompaktheitsschliisse bestétigt man, dafl A,, abgeschlossen ist fiir
alle m € N. Damit ist A also sogar eine F,-Menge.

Wir nehmen zuniichst o € int K an und zeigen, dafl v,(A N L) = 0 gilt. Tst
L € L} ein linearer Unterraum mit L € A, so existiert ein z € L N bd K und
ein linearer Unterraum M C L+ mit dim(M Nlin N(K,z)) = 1. Wegen o € int K
gilt dim N(K,z) > 2. Es seien u,v € N(K,z) linear unabhéngige Vektoren mit
dim(MNlin {u,v}) = 1. Fiir M’ := lin (M U{u, v}) gilt dann dim(N (K, z)NM') = 2.

Es sei H die Stiitzebene an den Polarkorper

K ={xeR": (z,y) <1firaleye K}
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von K zum &ufleren Normalenvektor x, und es sei F' := H N K* die zugehorige
Stiitzmenge. Es gilt y € F' genau dann, wenn (x,y) = max{(y,2) : 2 € K} =1 ist.
Daher gilt F'= HNN(K,z), und M'NF ist eine Strecke in bd K*, die parallel ist zu
L*+. Nach einem Ergebnis von Zalgaller [52] (vgl. auch die Formulierung in [39], S. 93
f.) ist die Menge aller L € L7 mit der Eigenschaft, daf es eine Strecke in bd K™ gibt,
die parallel ist zu L*, eine v,-Nullmenge. Damit ist also in der Tat L in K-allgemeiner
Lage fiir v,-fast alle L € L7.

Nun sei K ein beliebiger konvexer Korper mit inneren Punkten. Wir setzen By :=
{E € &« E berithrt K} und B, :={F € &} : £ € A\By, V,(K N E) > 1/m} fiir
m € N. Dann gilt A = U_B,,. Die Menge B, ist abgeschlossen. Es gilt p,(By) = 0,
und die Abbildung &\By — R, E — V (K N E), ist stetig (vgl. Lemma 1 in [40]).
Daher gilt B,, € B(&}) fiir alle m € N. Nach dem Satz von Fubini ist fiir m € N

pg(Bm) = 15, (L +y) dAY (y)d, (L)
!/

- / / V(KN (L+y)™ / Lic(y + 2) AN (2)dN" (y)duy (L)

Ly {yeL+:L+yeBn}

IN

m / / / 1p, (L +y+ 2)1x(y + 2) dA\"(2)d\" dy,(L)

Ly L+ L

~m / / L, (L + ) dvy(L)dN"(x)

K Lp

Da nach dem oben Gezeigten

/1Bm(L—|—3c) dv,(L) =0
Ly

gilt fir alle z € int K, erhalten wir ji4(B,,) = 0 und damit wie behauptet p,(A) = 0.
Nun sei r :=dim K < n.Ist r+q <n—1,s0 gilt KNE = ( fiir y,-fast alle £ € &y
und die Behauptung gilt trivialerweise. Sei nun r+¢q > n. Ist F':= aff K € £, so gilt
E+NFt = {o} fiir pg-fast alle £ € £ Fiir E € £ mit E* N F* = {o} ist E genau
dann in K-allgemeiner Lage, wenn die (r+¢—n)-dimensionale Ebene ENF im Raum
F in K-allgemeiner Lage ist (dies folgt aus der leicht zu bestitigenden Aquivalenz

(ENF)Y*NL=1{0} — E*+nlin (F-UlL)={o}

fiir lineare Unterrdume L mit L + 2 C F fiir # € I'). Die Abbildung f : {F € & :
EXNFt={o}} = &, ., E— ENF, ist stetig. Das BildmaB der Einschréinkung
von /i, unter f ist invariant unter Bewegungen, die F' in sich iiberfiihren, es ist endlich
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auf kompakten Mengen, und es verschwindet nicht identisch. Das Bild von f kann
mit &7, identifiziert werden. Nach einem elementaren Eindeutigkeitssatz (s. etwa
Schneider & Weil [42], Satz 1.3.4) muB das genannte Bildmaf} bis auf einen positiven
Faktor mit dem MaB jig1—, auf £, iibereinstimmen. Aus der Behandlung des
Falles volldimensionaler konvexer Kérper folgt nun wiederum p,(A) = 0. u

Beweis von Satz 8.3.3: Es sei K € K, P € P und q € {0,...,n — 1}. Die Menge
aller Ebenen E € £ mit E+ Nlin N(K,z) # {o} fiir ein 2 € K N E bezeichnen wir
mit A. Nach Hilfssatz 8.4.1 gilt y1,(A) = 0. Fiir beliebiges I € £ gilt daher

u({g € G : g € A})
///1A (D(E + 2 + 1)) dNF* (2)dNE () dv(p)

SO, E gL

:/://HAME+@NM”@MWMMWM

E SO, EL

Z/MMMW@

E
=0.

Fiir jedes £ € &7 gilt also
(gE): Nlin N(K,z) = {o} fir allez € K Ngk
fiir p-fast alle g € G,,. Ist g € G, eine Bewegung mit
lin N(K,z)Nlin N(gP,x) # {o} fir ein x € K NgP,

so sei F die affine Hiille derjenigen Seite von P, die x als relativ inneren Punkt enthélt.
Es gilt dann (gF)* Nlin N(K,z) # {o}. Da P nur endlich viele Seiten besitzt, ist
daher das Paar (K, P) zuléssig. Aus der Inversionsinvarianz von p folgt nun, daf§ auch
das Paar (P, K) zuléssig ist. [

Die Beweise der Satze 8.3.4 und 8.3.5 verlaufen weitgehend analog zu den Beweisen
der jeweiligen sphérischen Gegenstiicke (Sétze 6.1.1 und 6.1.3). Wir konnen uns daher
mit einer Beweisskizze begniigen.

Hilfssatz 8.4.2. Es sei (K, K') ein zuldssiges Paar konvezer Kdrper, weiter seien
n,n € B(X) und € > 0. Dann ist fiir u-fast alle g € G,, die Menge (n N Nor K) A
g(n' N Nor K') mefbar in bezug auf das Maff p(K NgK',-), und

pe(KNgK', (nNNor K) A g(n’ N Nor K'))

ist bei festem 1’ in Abhdngigkeit von n ein Maf (ebenso bei festem n in Abhdngigkeit
von 1’ ).
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Beweisskizze: Es sei (K, K') € K x K ein zuldssiges Paar konvexer Korper, weiter
seien n € B(Nor K), ' € B(Nor K’) und € > 0. Fiir g € G,, definieren wir n ~ gn’ C
n A gn durch

ne~gn i={(z,u) €S : u€ [u,us]\{wr, us} mit uy,uy € 5",
Uy 7£ —Ug, <I7u1) cn, (%,Ug) < 977/} :

Wie im Beweis von Hilfssatz 6.2.2 sieht man n ~ g’ € B(X) fiir p-fast alle g € G,,.
Wir setzen

B, := (Nor K UNor gK')N ((bd K Nbd gK') x S" 1)
fir alle g € G,,. Dann ist (n A gn’)\(n ~ gn') C By, und es gilt
M.(KNgK', B,) = M.(K, (bd KNbd gK")x S" " UM (gK', (bd KNbd gK')xS" )

fiir alle g € G,,. Nach der Steiner-Formel gilt daher
n—1

pe(K N gK', By) <Y € i (®:(K, bd K Nbd gK') + ®;(gK’,bd K Nbd gK')).
i=0

Ist M € K ein konvexer Korper, der K’ in seinem Inneren enthélt, mit der Eigenschaft
K C gM fiir alle g € G, mit K N gK’ # (), so gilt nach Satz 8.1.2

/(IDi(K,bd Knbd gK")du(g) = /(I)i(KﬂgM, bd K Nbd gK')du(g)

Gn Gn

= Y @K, bd K)®p i (M, bd K')
k=i

= i Vi(K)A\(bd K') =0,
und analog erhélt man

/CIDi(gK',bd K Nbd gK')du(g) =0

Gn
fiir i € {0,...,n — 1}. Damit ist [, p.(K NgK', By)du(g) = 0, und es folgt
pe(KNgK',By) =0 fiir u-fast alle g € G,,.
Die Menge n A gn' ist damit u.(K N gK’,-)-meBbar, und es gilt
pe(K N gK'\n A gn') = pe(KNgK' n~gn'),

jeweils fiir p-fast alle g € G,,. Der Rest der Behauptung kann wie im Beweis von
Hilfssatz 6.2.3 eingesehen werden. ]
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Hilfssatz 8.4.3. Es sei (K, K') ein zuldssiges Paar konvezer Kérper, und es seien
n € B(Nor K), ¥ € B(Nor K') und € > 0. Dann stimmt die Abbildung

Gn— R, g— u(KngK' nAgn),

fir p-fast alle g € G, mit einer mefbaren Abbildung tiberein, und es gilt

n—1
/ue(K NgK'\nAgn)du(g) = D anOw(K, 0K’ 1)
é k,1=0

mit gewissen nur von € abhdngigen Konstanten ay € R.

Beweisskizze: Unter Verwendung von Hilfssatz 8.4.2 kann der Beweis vollig analog
zu den Beweisen der Hilfssétze 6.2.4 bis 6.2.7 gefiihrt werden. Bei dem anzuwendenden
Approximationsargument geht wesentlich ein, daf§ Paare (K, P) und (P, K) fir K € K
und P € P nach Satz 8.3.3 stets zuléssig sind. [ ]

Beweis der Sitze 8.3.4 und 8.3.5: Sei (K, K') € K x K ein zuldssiges Paar konvexer
Kérper, weiter seien n € B(Nor K), € B(Nor K') und j € {0,...,n — 1}. Nach
Gleichung (8.1) gilt

@](K N gK/, ) = Z b]k/vbk(K N gK/, )
k=1

fiir alle g € G, mit gewissen Konstanten b;; € R, und mit Hilfssatz 8.4.3 folgt

n—1

/@j(K NgK',n A gn')dulg) = D cju® (K, n)Ou(K’ 1)
Gn

k,l=0

mit gewissen Konstanten cj; € R. Fiir alle g € G, mit der Eigenschaft, dafl K und
gK' sich nicht beriihren (dies trifft auf p-fast alle g € Gy, zu, vgl. [42], Hilfssatz 2.1.4),
gilt

Nor K A Nor gK' = Nor (K NgK')N((bd K Nbd gK') x S"1);

dies folgt in einfacher Weise aus Theorem 2.2.1 in [39]. Setzt man daher speziell
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n = Nor K, n” = Nor K, so folgt mit Satz 8.1.2

/@j(K NgK',Nor K A Nor gK')du(g)

Gn

= /@j(KﬂgK', (bd K Nbd gK') x S" ) du(g)

Gn

= /CIDj(KﬁgK',bd K nbd gK")du(g)

Gn

= anp®i(K, bd K)®,;_4(K', bd K')
k=j

n—1
= Z ik Vie () Vi j—i (K .

k=j+1

Die Werte der Konstanten cj;; konnen damit bestimmt werden, und es folgt die
Behauptung von Satz 8.3.4.

Den Beweis von Satz 8.3.5 brauchen wir nicht auszufiithren, da der Beweis von
Satz 6.1.3 fast wortlich iibernommen werden kann. [

Bemerkung: In entsprechender Weise wie fiir die kinematische Hauptformel fiir
Stiitzmafle, d.h. durch Betrachten der lokalen Parallelvolumina, kann man auch einen
neuen Beweis der von Schneider bewiesenen Drehsummenformel fiir StiitzmaSe (s.
etwa [39], Theorem 4.5.9) angeben. Als Beweishilfsmittel wird dabei anstelle von
Satz 8.3.3 (bzw. der Aussage von Vermutung 8.3.1, falls diese zutrifft) wesentlich
Corollary 2.3.11 in Schneider [39] verwendet.

Beweis von Satz 8.3.6: Es ist natiirlich moglich, einen Beweis zu geben, der demje-
nigen von Satz 8.3.4 entspricht. In diesem Fall wiirde Hilfssatz 8.4.1 im Beweis ver-
wendet werden. Wie im Fall der Crofton-Formel fiir Kriimmungsmafle kann man die
gewiinschte Aussage aber auch direkt aus der betreffenden Version der kinematischen
Hauptformel gewinnen. Diesen Beweis wollen wir im folgenden darstellen.

Es seien K € K, n € B(Nor K), g € {1,...,n—1} und 5 € {0,...,¢ — 1}. Ist
L€ L} und P € P mit P C L, so gilt

Ou(P, P x (L*NnS"™)) = (P) und ©O(P,Px (L*NS")) =0 fiir k #¢q
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und damit wegen P x (L*+ N S"!) € B(Nor P)

[ ngP AP x (105" dutg)
Gn

n—1

= Z anjk@k(K7 77)®n+j7k(P7 P x (LJ_ N Snil))
k=j+1
= anj(n+j—q)@n+j—q<K7 U))\L(P>
== Oénjq@nJrij(Ka U)AL(P) (82)

nach den Sétzen 8.3.3 und 8.3.4.
Unser Ziel ist es im folgenden, eine zweite Darstellung fiir das linksstehende Inte-

gral anzugeben. Es sei B C L eine beschrénkte Borel-Menge, und es sei P € P mit
P C Lund B C P. Da ©; lokal erklért ist, gilt

O;(KNgPnAg(Bx (L+NS"1))=0;(KNgLnAg(Bx (L*NS")

fiir p-fast alle ¢ € G,,, ndmlich fiir alle g, fiir die die linke Seite wohldefiniert ist
(der Beweis von Satz 8.3.4 zeigt, daf dies fiir alle g € G,,\ N mit einer nicht von B
abhéngigen pu-Nullmenge N zutrifft). Daher ist die Abbildung

B+ (0, 21,12, B) := O;(K NO(L +a1),n A (I(B + 21 +x2) x (0L N.S"71)))

fiir (v @ A" @ AL)-fast alle (0, 21, 25) € SO, x L* x L wohldefiniert und ein MaB auf
dem Ring der beschriankten Borel-Mengen in L, und ¢(, z1, x9, B) ist in Abhéingig-
keit von (¥, 1, x2) meBbar. Nach dem Satz von Fubini ist daher die Abbildung

BP—>/QO<197[L’17§C2,B)d)\L(I'2)
L

fiir (v ® A" )-fast alle (0, 21) € SO, x L wohldefiniert und nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz ein Maf}. Dieses Maf ist endlich auf kompakten Mengen und
wegen der Translationsinvarianz von A\* invariant unter Translationen in L. Es folgt

/90(19, r1, Ty, B) d\"(15) = c \Y(B) (8.3)

L

fiir alle beschréinkten B € B(L) fiir (v ® AL )-fast alle (¢, z1) mit einer Konstanten
¢ > 0, die zwar von (9, z1), nicht aber von B abhingt. Ist K NY(L + x1) = (), so gilt
offensichtlich ¢ = 0. Nun sei (9, z;) € SO, x L* so gewéhlt, da§ KNJ(L+x,) # 0 gilt
und dafl Gleichung (8.3) besteht. Zur Bestimmung der Konstante ¢ sei B eine Kugel
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in L, und es sei a« > 1. Im folgenden bezeichnen ¢y, ¢5, c3 gewisse positive Konstanten,
die unabhéngig sind von a. Aus der Steiner-Formel entnimmt man leicht
IN(aB) = MNe({xy € L: KNY(aB 4 x1 + 13) # 0})] < cja®!

und

)\L({xQ eL:KNY(aB+x +ax2) 0, KNHL+x1) ¢ HaB+x +z2)}) < cqd7

Setzen wir
X = {.TQ e L: Kﬂﬁ(L—i—l’l) Cﬁ(()éB—‘—l'l‘i‘.TQ)},
so folgt
IMN(aB) — X(X)| < (e + o)™t (8.4)
und
IN({wy € L: KNY(aB 4 z1 + 19) # 0}) — M(X)| < cpa?t. (8.5)

Fiir alle 7, € X gilt n A (9(aB + 21 + 22) X (IL N S" 1)) = n AI(L + x1) wegen
1n C Nor K und somit

o(V, 21,23, aB) = O,;(K N (L +x1),n ANI(L + 7)) .

Aus (8.4) und (8.5) folgt daher

/90(19, T1, g, aB) dNF (z4) — )\L(GfB)@j(K NIHL+x1),n AL + x1))

L
< | [ et mmnaB) N ) = [ (0,202, 0B) N (o)
L X

+ /90(19, 1, To, aB) A\ (z5) — M (aB)O;(K NI(L + z1),n ANI(L + 1))
X
< ezad7t.

Wegen A(aB) = A\(B) a? muB daher fiir die Konstante ¢ in Gleichung (8.3)

c=0;(KNIL+z1),n NI(L + z1))
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gelten. Insbesondere gilt fiir alle P € P mit P C L

[ ngP AP x (105" dutg)

_ /@j(K NgL.nAg(Px (LTNS"™)))dulg)
G

= n///@j(Kﬂﬁ(L+x1),nA(l9(P+x1+Zl?2)X(ﬁleSn1)))

SO, L+ L
AN (22)dNE (1) dw (V)
_ / / N(P)O, (K ML + 1), AL + 1)) NV () dv (D)
SO, L+
= AUP) [ &K NEn A du(E),

En
und ein Vergleich mit (8.2) ergibt die Behauptung. u

Auch die Ausdehnung der Giiltigkeit der kinematischen Formeln auf die Mengen
des Konvexrings kann wie in dem ausfiihrlich behandelten sphérischen Fall geschehen.
Es werden die folgenden beiden Hilfssétze verwendet, deren Beweise wir ebenfalls
nicht auszufiithren brauchen. (Im Beweis von Hilfssatz 8.4.5 wird natiirlich wesentlich
Hilfssatz 8.4.1 verwendet.)

Hilfssatz 8.4.4. Es sei (K,K') ein zuldssiges Paar von Mengen aus R. Sind
Ki,.. . Kp, K},....K' , € Cmit K =K, U~ UKy und K' = K/ U---UK",
derart, daf$ die Paare (K,, K],) zuldssig sind fir alle v € S(m) und alle v' € S(m/),
und sind n € B(Nor K), n € B(Nor K'), so gilt fir p-fast alle g € Gy,
0;(K,NgK.,,nAgn)=06,;(K,NgK,, (nNNor K,)Ag(n’NnNor K,,))

fiir alle 7 € {0,...,n — 1} und alle v € S(m), v' € S(m').

Hilfssatz 8.4.5. Fs seit K €¢ R, K = K1 U---UK,, mit Ky,...,K,, € K und
n € B(Nor K). Ist g € {1,...,n}, so gilt fiir pu,-fast alle £ € &

O,(K,NEnANE)=0,;K,NE, (nNNor K,) N E)

fir alle j € {0,...,q — 1} und alle v € S(m).
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Symbolverzeichnis

Die folgende Liste enthélt die verwendeten Symbole in der Reihenfolge ihres ersten
Auftretens. Einige der Zeichen haben in Kapitel 8 andere Bedeutungen als im voran-
gehenden Text.

A. Kapitel 2 bis 7 u(K, x) 10

. i, 10
Symbol Seite H 10
R+ 8 K 11
(x,y) 8 Vo (K) 11
Izl 8 P 12
gn 8 Fi(K) 12
d(z,y) 8 F(K) 13
lin A 8 N(K,x) 13
pos A 8 Nor K 13, 76
conv A 8 N(K,F) 13
0 8 R 13
KC(R™1) 8 S(m) 14
B(X) 8 [v] 14
cl A 8 K, 14
bd A 8 X(K) 14
int A 8 by 15
A 8 M.(K,n) 15
Ri 8 pe(K,m) 15
Bi 8 0,(K,n) 16
SO 8 1, 16
v 8 0;i 18
K 8 te(x,u) 20
Ko 9 i (€) 20
relint K 9 Qi (K, A) 22
dim K 9 V,(K) 22
KV K 9 kj(K) 23
[z, y] 9 Ynij (€) 23
S 9 upy 2%
S, 9 on 32
v, 9 ! 33
K* 9 U;(K) 41
d(K, ) 9 W,(K) 41
K. 9 VoL (K) 42
§(K, K" 9 F 42
p(K,x) 10

130



SYMBOLE

72:(:
Ui
H

J
SO 1 (K, K')
Sy(K)

K|S

A(K, A)
Aj(KA)
nAn

nvn

nn

Nor K

nls

ne~n
r(K,K")
(K, K')
u(K, K')
L(K, K" n,n')

B. Kapitel 8

Symbol

int K
bd K
dim K
d(K,x)
p(K,x)
u(K, x)

Nor K

49
49
49
92
29
61
67
67

Seite

102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102
102, 112

A(K, A)
A (K, A)

nAn
[z, y]
nrin
nAE

%n—l
V;(K,w)
Nor K
n~gn

102
102
102
102
102
102
102
102
103
103
103
103
103
103
103
103
103
103
103
103
103
103
103
104
105
106
106
107
110
110
110
110
110
111
111
112
120
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