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THEON DE SMYRNE
PHILOSOPHE PLATONICIEN

DES CONNAISSANCES MATHÉMATIQUES UTILES

POUR LA LECTURE DE PLATON

PREMIÈRE PARTIE

INTRODUCTION

De l'utilité des mathématiques

I. Tout le monde conviendra assurément qu'il n'est pas

possible de comprendre ce que Platon a écrit sur les mathé-

matiques, si l'on ne s'est pas adonné à leur étude. Lui-même

a montré en beaucoup d'endroits que cette connaissance n'est

pas inutile et sans fruit pour les autres sciences. Celui-là donc s

doit être estimé très heureux qui, en abordant les écrits de

Platon, possède bien toute la géométrie, toute la musique et

l'astronomie. Mais ce sont là des connaissances dont l'acqui-

sition n'est ni rapide, ni facile; elle exige, au contraire, un

travail assidu dès la première jeunesse. Dans la crainte que 10

ceux qui n'ont pas eu la possibilité de cultiver les mathéma-

tiques et qui désirent néanmoins connaître les écrits de Pla-

ton ne se voient forcés d'y renoncer, nons donnerons ici un

sommaire et un abrégé des connaissances nécessaires et la

tradition des théorèmes mathématiques les plus utiles s.ur 15

l'arithmétique, la musique, la géométrie, la stéréométrie et
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INTRODUCTION

l'astronomie, sciences sans lesquelles il est impossible d'être

parfaitement heureux, comme il le dit *, après avoir longue-

ment démontré qu'on ne doit pas négliger les mathématiques.

Eratosthène, dans le livre qui a pour titre le Platonicien,

rapporte que les Déliens ayant interrogé l'oracle sur le 5

moyen de se délivrer de la peste, le dieu leur ordonna de

construire un autel double de celui qui existait déjà. Ce pro-

blème jeta les architectes dans un étrange embarras. Ils se

demandaient comment on peut faire un solide double d'un

autre. Ils interrogèrent Platon sur la difficulté. Celui-ci leur 10

répondit que le dieu avait ainsi rendu l'oracle, non qu'il eût

aucun besoin d'un autel double, mais pour reprocher aux

Grecs de négliger l'étude des mathématiques et de faire peu

de cas de la géométrie *.

Pour entrer dans ces vues d'Apollon Pythien, il s'étendit 15

dès lors longuement, dans ses entretiens, sur l'utilité des

mathématiques. C'est ainsi que dans YEpinomis, voulant ex-

citer à les étudier, il dit : « Personne, certes, ne saurait être
r

c heureux dans l'Etat, s'il les ignore ; telle est la voie, telle

( est l'éducation, telles sont les sciences, faciles ou non à 20

< apprendre, qui peuvent conduire à cette fin; on n'a pas

< le droit de négliger les dieux... *. » Plus loin il dit encore :

que « s'il y en a un seul qui soit tel (mathématicien), c'est

celui-là qui sera favorisé de la fortune et au comble de la

sagesse et de la félicité * ». 25

Dans la République, voici ce qu'il écrit : « A partir de vingt-

cinq ans, ceux qu'on aura choisis obtiendront des distinc-

tions plus honorables et on devra leur présenter dans leur

ensemble les sciences que tous, dans l'enfance, ont étudiées

isolément, afin qu'ils saisissent sous un point de vue général 30

et les rapports que ces sciences ont entre elles, et la nature

de l'être*». Il prescrit de se livrer d'abord à l'étude de

Ligne 2 Épinomis, p. 992 A. — 14 Voyez note 1, après la traduction. —
22 Épinomis, passage cité. — 25 Épinomis, p. 992 B. — 32 République, VII,

p. 537 B, le texte de Platon porte vingt ans au lieu de vingt-cinq ans.
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l'arithmétique, puis à celle de la géométrie, en troisième lieu

à celle de la stéréométrie, ensuite à celle de l'astronomie

qu'il dit être l'étude du solide en mouvement, enfin il exhorte

à apprendre en cinquième lieu la musique. Après avoir mon-

tré l'utilité des mathématiques, il dit : « Vous êtes amusant, 5

« vous qui semblez craindre que je vous impose des études inu-

a tiles, Ce n'est pas seulement, du reste, à des esprits médio-

« cres, c'est à tous les hommes qu'il est difficile de se persuader

« que c'est par ces études, comme avec des instruments, que

« l'on purifie l'œil de l'âme et qu'on fait briller d'un nouveau to

« feu cet organe qui était obscurci et comme éteint par les

« ténèbres des autres sciences, organe dont la conservation

« est plus précieuse que celle de dix mille yeux, puisque c'est

« par celui-là seul que nous contemplons la vérité * ».

Dans le septième livre de la République, parlant de l'arith- is

métique, il dit que c'est de toutes les connaissances la plus

nécessaire, puisque c'est celle dont ont besoin tous les arts,

toutes les conceptions de notre esprit, toutes les sciences et

l'art militaire lui-même. « Palamède, dit-il, représente sou-

« vent, dans les tragédies, xlgamemnon comme un plaisant 20

« général ;
il se vante d'avoir inventé les nombres et d'avoir

« mis de l'ordre dans le camp et dans la flotte des Grecs

« devant Ilion et dans tout le reste, tandis qu'auparavant on

« n'avait fait aucun dénombrement et qu'Agamemnon tou-

te même semblait ne pas savoir combien il avait de pieds, car 25

« il ignorait complètement l'art de compter. L'arithmétique

« semble donc par sa nature appartenir à tout ce qui élève

« l'âme à la pure intelligence et l'amène à la contemplation

14 République VII, p. 527 D, le texte de cette citation et des suivantes

diffère sensiblement de celui de Platon. Plutarque semble avoir imité en partie

le passage quand il dit : « Accoutumée, par les fortes atteintes de la souf-

france et du plaisir, à prendre pour un être réel la substance incertaine et

changeante des corps, l'intelligence devient aveugle à l'égard de l'être véri-

table : elle perd l'organe qui à lui seul vaut dix mille yeux, je veux dire la

vue de la lumière de l'âme par laquelle seule peut se voir la divinité » Sympo-.
siaques, VIII> quest. Il, i, p. 718 E,
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(développement) qui est opposé à (concentration).
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« de l'être ; mais personne n'en fait usage comme il faut *».

Les choses qui ne font qu'une seule impression sur nos sens

n'invitent point l'entendement à la réflexion : telle est la vue

d'un doigt gros ou mince, long ou court, mais celles qui font

naître deux sensations opposées ont le pouvoir de réveiller 5

et d'exciter notre entendement, comme lorsque le môme objet

nous paraît grand ou petit, léger ou lourd, un ou multiple.

C'est donc l'unité et le nombre qui ont la vertu de réveiller

et d'exciter notre intelligence, puisque ce qui est un nous

paraît quelquefois multiple. La science du calcul et l'aritbmé- 10

tique nous conduisent donc à la connaissance delà vérité*.

« L'art du calcul ne doit donc pas être traité à la manière du

« vulgaire, mais de façon à conduire les hommes à la con-

« templation de l'essence des nombres, non en vue du com-

« merce, comme font les marchands et les courtiers, mais 15

pour le bien de l'âme, en lui facilitant les moyens de s'éle-

« ver de l'ordre des choses qui passent, vers la vérité et l'être.

« C'est, en effet, cette étude qui, donnant à notre âme un puis-

ce sant élan vers la région supérieure, l'oblige à raisonner sur

« les nombres tels qu'ils sont en eux-mêmes, sans jamais 20

« souffrir que la discussion porte sur des unités visibles et

« tangibles*». Il dit encore dans le même livre : « Ceux qui

« savent calculer s'appliquent avec succès à toutes les scien-

« ces, et ceux mêmes qui ont l'esprit plus lent, deviennent

« par là plus intelligents * ». Dans le même livre il assure 25

encore que, dans la guerre même, l'art de calculer est très

utile « pour les campements, pour la prise de possession des

« places, pour la concentration et le développement des

« troupes* ». Plus loin, faisant l'éloge des mêmes sciences,

il dit que la géométrie s'occupe des surfaces, mais « que 30

1 Rp. VII, pp. 522 D-523 D, ce sont les poètes qui ont prêté ce langage à

Palamède dans plusieurs tragédies où ils lui faisaient jouer un rôle. — 11

Cf. Rp. VII, p. 525 B. Philèbe, pp. 14 et suiv. Gorgias, pp. 450 D-451 C,

voyez la distinction que Platon établit entre la science du calcul,, et

la science des nombres,. — 22 Cf. Rp. VII, p. 525 CD. — 25 Rp. VII,
'

p. 526 B. — 29 Rp. VII, p. 526 D.
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1

« l'astronomie a pour objet le solide en mouvement, qu'en

« conséquence elle oblige l'âme à regarder en haut et à

« passer des choses de la terre à la contemplation de celles

« du ciel * ». Dans le même écrit, il parle de la musique

parce que, pour la contemplation de tout ce qui existe, il 5

faut deux choses, « l'astronomie et l'harmonie qui, selon

la doctrine des Pythagoriciens, sont deux sciences sœurs* ».

Ceux-là donc font un travail inutile qui, cherchant à saisir

les nuances diatoniques et à comparer les sons, se conten-

tent de prêter attentivement l'oreille et de s'approcher le 10

plus possible de l'instrument, comme s'ils voulaient sur-

prendre la conversation du voisin *. Les uns disent qu'ils

entendent un certain son particulier entre deux sons et

que l'intervalle est le plus petit qui se puisse apprécier. Les

autres doutent de l'existence de ce son. Préférant tous l'auto- 15

rite de l'oreille à celle de l'esprit, ils cherchent la vérité en

pinçant les cordes et en tournant les clefs de leurs instru-

ments. Mais les arithméticiens habiles cherchent par la ré-

flexion quels sont les nombres qui répondent aux consonnan-

ces et forment l'harmonie, et quels sont ceux qui répondent 20

aux dissonances*. Cette étude conduit à la recherche du bien

et du beau, toute autre est inutile. Toute méthode, si elle est

générale et s'étend à toutes les propriétés communes des cho-

ses, en resserrant les liens de leurs affinités mutuelles, por-

tera son fruit selon l'ardeur et le zèle avec lesquels on s'y 25

sera appliqué. Il est impossible, en effet, que les dialecticiens

qui y sont habiles ne sachent pas se rendre compte à eux-

mêmes, et rendre compte aux autres, de la raison des choses *.

C'est à quoi personne n'arrivera s'il ne prend ces sciences

pour guide, car c'est en raisonnant d'après elles que nous 30

arrivons à la contemplation des choses.

Dans YEpinomis, Platon revient encore sur l'arithmétique

4 Rp. VII, p. 529 A. — 7 Rp. VII, p. 530 D. — 12 Rp. VII, p. 531 A; voyez

plus loin § II, p. 27. — 21 Rp. VII p. 531 C. — 28 Rp. VII, p. 531 D.
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qu'il appelle « un don de Dieu* » et il dit que personne ne

saurait devenir vertueux sans elle. Passant ensuite à la des-

cription du contraire, il dit* : « Si on ôtait le nombre à l'hu-

manité, on lui rendrait impossible toute prudence : l'âme

de Tanimal destitué de raison serait incapable d'aucune s

vertu ; elle n'aurait même plus son essence. Certes l'animal

qui ne sait distinguer ni deux ni trois, qui ne connaît ni le

pair ni l'impair, enfin qui ne sait rien du nombre, ne sera

jamais en état de rendre raison d'aucune chose, ne la con-

naissant que par les sens et la mémoire. Privé de la vraie io

raison, il ne deviendra jamais sage*. Passons en revue tout

ce qui a rapport aux autres arts, nous verrons qu'il n'en

est aucun qui puisse subsister, aucun qui ne périsse, si on

ôte la science du nombre. A ne considérer que les arts, on

pourrait croire avec quelque raison que cette science n'est is

nécessaire au genre humain que pour des objets de peu

d'importance ; ce serait déjà beaucoup. Mais celui qui con-

sidérera ce qu'il y a de divin dans l'origine de l'homme et

ce qu'il y a de mortel en lui, quel besoin de piété il a envers

< les dieux, celui-là reconnaîtra en lui le[nombre, et nul, fut- 2°

< il un prophète, ne saura ni ne comprendra jamais de corn-

< bien de facultés et de force le nombre est pour nous la

( source. Il est évident, par exemple, que la musique ne peut

c se passer de mouvements et de sons mesurés par les nom-

( bres, et il n'est pas moins évident que le nombre, comme 20

< source de tous les biens, ne saurait être la cause d'aucun

( mal. » Au contraire, celui à qui tout nombre échappe

manque en quelque sorte de raison; il est sans ordre, sans

beauté, sans grâce et enfin privé de toutes les perfections.

Plus loin, il continue ainsi : « Personne ne nous persuadera 30

ft jamais qu'il y ait pour le genre humain une vertu plus

« grande et plus auguste que la piété * », car c'est par elle que

1 « Je crois, dit-il, qu'un dieu plutôt que le hasard nous a fait don de cette

science pour notre conservation. » Épinomis, p. 976 E. — 3 Épinomis, p. 977

C. — 11 Épinomis, p. 977 D. — 32 Épinomis, 989 B.
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celui qui a pris soin de s'instruire acquiert les autres vertus.

Il montre ensuite comment on inspire la piété envers les

dieux
;
puis il dit que c'est par l'astronomie qu'il faut com-

mencer, car, s'il est honteux de commettre le mensonge

à l'égard des hommes, il l'est bien plus de le commettre à s

l'égard des dieux. Or, celui-là est menteur qui se fait des

dieux une fausse opinion, l'exprime et n'a pas même étudié la

nature des dieux sensibles, c'est-à-dire l'astronomie. « Igno-

« rez-vous, dit-il, que celui-là est nécessairement très sage

« qui est véritablement astronome, non pas astronome à la io

« manière d'Hésiode, s'occupant à observer le lever et le cou-

« cher des astres, mais celui qui scrute les révolutions des sept

« planètes, de la connaissance desquelles tout le génie de

« l'homme est à peine capable*». Or celui qui se propose de

préparer les esprits des hommes à ces études, lesquelles sup- is

posent beaucoup de connaissances préliminaires, doit s'être

rendu les sciences mathématiques familières dès son enfance

et pendant toute sa jeunesse, et, parmi ces sciences, la meil-

leure, la principale, est la science des nombres abstraits et

séparés de toute matière, celle aussi de la génération et de la 20

vertu du pair et de l'impair, en tant qu'elle contribue à faire

connaître la nature des choses *. Après cette science, il en

est une, dit-il, à laquelle on a donné le nom parfaitement

ridicule de géométrie, car elle comprend une assimilation de

nombres qui ne sont pas semblables entre eux par nature, 23

assimilation que met en évidence la condition des surfaces,

Il fait ensuite mention d'une autre science qu'il appelle sté-

i^éométrie : si quelqu'un, dit-il, multipliant trois nombres,

rend le produit semblable (à un autre) de dissemblable qu'il

était, il fera une œuvre vraiment divine et merveilleuse *. 30

Dans les Lois, parlant de Tharmonie musicale, il dit que

14 Êpinomis, p. 990 A. — 22 id., p. 990 C. — 30 Platon fait sans doute allu-

sion à ce problème « construire un parallélipipède rectangle semblable à un

parallélipipède rectangle donné et qui sOit à ce solide dans un rapport donné »

problème dont celui de la duplication du cube n'est qu'un cas particulier:
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(( la plus grande et la plus belle harmonie politique est la

sagesse. On ne la possède qu'autant qu'on vit selon la droite

raison
;
quant à celui à qui elle fait défaut, il est le corrup-

teur de sa propre maison, c'est un citoyen inutile au salut et

à la prospérité de l'Etat, puisqu'il vit dans une extrême igno- s

rance * »

.

Et dans le troisième livre de la République, voulant prou-

ver que le philosophe est seul musicien, il dit : « Parles dieux

« immortels, nous ne serons jamais musiciens, ni nous ni

« ceux dont nous devons faire l'éducation comme gardiens, 10

« tant que nous ne connaîtrons pas toutes les formes de la

« tempérance, du courage, de la générosité et de la grandeur

« et tant que nous n'aurons pas compris tout ce qui, dans le

« monde, est conforme ou contraire à ces vertus, tant que

« nous ne saurons pas les reconnaître et en reconnaître les 15

« images dans ceux qui les possèdent, sans en négliger une

« seule, grande ou petite, les regardant comme faisant partie

« du même art et de la même étude* ». Par ces paroles et par

celles qui précèdent, il prouve l'utilité de la musique, et il

montre que le seul philosophe est réellement musicien, tandis 20

que celui qui est vicieux et méchant est étranger aux Muses.

Car, dit-il, la vraie et sincère probité des mœurs, cette vertu qui

consiste dans le bon et honnête règlement de notre vie, suit

la droite raison, c'est-à-dire l'usage conforme à la raison. Il

ajoute que les compagnons de la droite raison sont la décence, 25

la cadence et l'accord, la décence dans le chant, l'accord dans

l'harmonie, la cadence dans le rythme. Par contre, l'impro-

bité ou la corruption des mœurs est essentiellement liée à la

perversion de la raison, c'est-à-dire à l'usage corrompu de la

raison, et ses compagnons sont l'indécence, la confusion et 30

le désaccord dans tout ce qu'on fait, de soi-même ou par imi-

tation, de sorte que celui-là seul est musicien qui a de bonnes

mœurs et, comme on le voit par ce qui précède, il est aussi le

6 Lois, III, p. 689 D. — 18 République, III, p. 402 B.
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vrai philosophe, si toutefois, dès les premières années de son

adolescence, quand on lui eut appris la musique, il prit des

habitudes de décence et d'ordre, car la musique joint un plai-

sir innocent à Futilité. Il est impossible, dit Platon, que celui-

là devienne musicien parfait, qui n'a pas en tout des habitudes 5

de bonne éducation, qui n'a pas les idées de décence, de no-

blesse d'âme et de tempérance. Il doit reconnaître que ces

idées se retrouvent partout et ne les mépriser ni dans les peti-

tes choses ni dans les grandes. Car c'est au philosophe qu'il

appartient de connaître les idées, et personne ne connaîtra la 10

modestie , la tempérance et la décence , s'il est lui-même

immodeste et intempérant. Mais les choses qui font l'orne-

ment de la vie humaine, le beau, l'harmonieux, l'honnête,

tout cela est l'image de cette beauté, de cet accord, de ce bel

ordre éternel et qui a une existence véritable, c'est-à-dire que 15

ces choses sensibles sont les caractères et l'expression des

choses intelligibles ou des idées.

Les Pythagoriciens dont Platon adopte souvent les senti-

ments, définissent aussi la musique une union parfaite de cho-

ses contraires, l'unité dans la multiplicité, enfin l'accord dans 20

la discordance. Car la musique ne coordonne pas seulement

le rythme et la modulation, elle met l'ordre dans tout le sys-

tème ; sa fin est d'unir et de coordonner, et Dieu aussi est

l'ordonnateur des choses discordantes, et sa plus grande œu-

vre est de concilier entre elles, par les lois de la musique et 25

de la médecine, les choses qui sont ennemies les unes des

autres. C'est aussi par la musique que l'harmonie des choses

et le gouvernement de l'univers se maintiennent ; car ce que

l'harmonie est dans le monde, la bonne législation l'est dans

l'Etat, et la tempérance l'est dans la famille. Elle a, en effet, 30

la puissance de mettre Tordre et l'union dans la multitude.

Or, l'efficacité et l'usage de cette science, dit Platon, se voient

dans quatre des choses qui appartiennent à l'humanité : l'es-

prit, le corps, la famille et l'État. En effet, ces quatre choses

ont besoin d'être bien ordonnées et constituées. 33
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Voici encore ce que Platon dit des mathématiques dans les

livres de la République : « L'homme de bien est celui qui,

« éprouvé par la peine ou le plaisir, agité par le désir ou par

« la crainte, conserve toujours, sans jamais les rejeter, les

« idées droites qu'on lui a données en faisant son éducation. 5

« Je vais vous dire à qui il me paraît semblable. Quand nos

« teinturiers veulent teindre la laine en pourpre, ils com-

« mencent par choisir, parmi les laines de diverses couleurs,

« celle qui est blanche. Ils font ensuite leur préparation, et il

« ne faut pas peu de soin pour que la laine prenne la fleur de

« la couleur. C'est ainsi qu'ils opèrent, et grâce à cette mé-

« thode, les couleurs s'incorporent à la laine et leur éclat ne

« peut être enlevé ni à l'aide de lessive, ni autrement. Que

« si, au contraire, le teinturier ne prend pas ces précautions,

« on sait ce qui arrive, et comment les laines conservent peu is

« la couleur qui s'efface et disparaît. Il faut opérer de môme
« pour nos facultés * ». Nous apprenons aux enfants la musi-

que, la gymnastique, les lettres, la géométrie et l'arithmétique,

ne négligeant rien pour qu'ils reçoivent, comme une teinture,

les raisons de toutes les vertus que nous leur enseignons; 20

après leur avoir administré préalablement 'des détersifs, et

d'autres préparations, consistant dans ces sciences, qui sont

comme autant de médicaments astringents, leurs sentiments

resteront indélébiles, leur caractère aura été formé par

l'éducation. Cette couleur et cette teinture que nous leur 25

aurons données, ne pourront être effacées par aucune lessive,

— je veux dire par la volupté plus dangereuse que toute per-

versité et que toute habitude, — ni par la douleur, ni par la

crainte et la cupidité, plus corrosives que toutes les lessives.

Nous pouvons encore comparer la philosophie à l'initiation 3«

aux choses vraiment saintes et à la révélation des mystères

qui ne sont pas des impostures *. Il y a cinq parties dans Fini- .

tiation : la première est la purification préalable, car on ne

17. République, IV, p. 429 DE. — 32. Cf. Ptiédon, p. 69 D.
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INTRODUCTION 23

doit pas faire participer aux mystères indistinctement tous

ceux qui le désirent, mais il y a des aspirants que la voix du

héraut écarte, tels sont ceux qui ont les mains impures, ou

* dont la parole manque de prudence ; et ceux-là mômes qui ne

sont pas repoussés doivent être soumis à certaines purifica- 5

tions. Après cette purification, vient la tradition des choses

sacrées (qui est proprement l'initiation). Vient en troisième

lieu la cérémonie qu'on appelle la pleine vision (degré supé-

rieur de l'initiation). La quatrième, qui est la fin et le but de

la pleine vision, est la ligature de la tête et l'imposition des 10

couronnes, afin que celui qui a reçu les choses sacrées de-

vienne capable d'en transmettre à son tour la tradition à d'au-

tres, soit par la dadouchie (port des flambeaux), soit par l'hié-

rophantie (interprétation des choses sacrées), soitpar quelque

autre sacerdoce. Enfin la cinquième, qui est le couronnement 15

de toutes celles qui précèdent, est d'être ami de Dieu et de

jouir de la félicité qui consiste à vivre dans un commerce

familier avec lui.

C'est absolument de la même manière que se fait la tradi-

tion des raisons platoniques. On commence, en effet, dès l'en- 20

fance par une certaine purification consistant dans l'étude de

théories mathématiques convenables. Selon Empédocle* « il

(( faut que celui qui veut puiser dans l'onde pure des cinq fon-

ce taines commence par se purifier de ses souillures ». Et Pla-

ton dit aussi qu'il faut chercher la purification dans les cinq 25

sciences mathématiques, qui sont l'arithmétique, la géomé-

trie, la stéréométrie, la musique et l'astronomie. La tradition

des principes philosophiques, logiques, politiques et naturels

répond à l'initiation. Il appelle pleine vision* l'occupation de

l'esprit aux choses intelligibles, aux existences vraies et aux 30

idées. Enfin il dit que par la ligature et le couronnement de

la tête, on doit entendre la faculté qui est donnée à l'adepte,

par ceux qui l'ont enseigné, de conduire les autres à la même

22 Empédocle, vs. 452, édition Mullach. — 29 Cf. Phèdre, p. 250 C.

* r^ . . g, o.v. «yu m* *1^ fc« - w)
)
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INTRODUCTION 25

contemplation. La cinquième est cette félicité consommée

dont ils commencent à jouir et qui, selon Platon, « les assi-

mile à Dieu, autant que cela est possible *».

Celui qui voudrait démontrer l'utilité et la nécessité des

sciences mathématiques pourrait en dire beaucoup plus long, s

Mais de crainte que je ne paraisse m'arrêter plus que de rai-

son à louer ces sciences, je vais commencer l 'explication des

théorèmes nécessaires, non pas de tous ceux qui seraient

nécessaires aux lecteurs pour devenir de parfaits arithméti-

ciens, géomètres, musiciens ou astronomes, car ce n'est pas 10

le but que se proposent tous ceux qui veulent lire les écrits de

Platon; mais j'expliquerai les théorèmes qui suffisent pour

comprendre le sens de ses écrits. En effet, Platon lui-même

ne veut pas que l'on continue jusque dans l'extrême vieillesse

à tracer des figures géométriques ou à chanter des chansons, \6

choses qui conviennent aux enfants et qui sont destinées à

préparer et à purifier leur esprit, pour le rendre capable de

comprendre la philosophie. Il suffit que celui qui veut abor-

der nos écrits, ou les livres de Platon, ait parcouru les pre-

miers éléments de la géométrie, pour qu'il comprenne facile- 20

ment nos explications. Toutefois ce que nous dirons sera tel,

que nous pourrons être compris même de celui qui ignore

complètement les mathématiques.

ARITHMETIQUE

De ordre dans lequel on doit étudier les matJiématiqiies

II. Nous allons commencer par les théorèmes arithméti-

ques auxquels se rattachent de très près les théorèmes musi-

caux qui se traduisent par des nombres. Nous n'avons nul

besoin de musique instrumentale, ainsi que l'explique Platon

lui-même, lorsqu'il dit qu'il ne faut pas tourmenter les cordes ;30

3. Cf. Théétète, p. 176 .
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des instruments, (l'oreille tendue) comme des curieux qui

sont aux écoutes. Ce que nous désirons c'est de comprendre

l'harmonie et la musique célestes; cette harmonie, nous ne

pouvons l'examiner qu'après avoir étudié les lois numériques

des sons. Quand Platon dit que la musique occupe le cin- s

quième rang * (dans l'étude des mathématiques), il parle

de la musique céleste, laquelle résulte du mouvement, de

l'ordre et du concert des astres qui cheminent dans l'espace.

Mais nous devons donner à la musique mathématique la se-

conde place (c'est-à-dire la mettre) après l'arithmétique, 10

comme le veut Platon, puisqu'on ne peut rien comprendre

à la musique céleste, si l'on ne connaît celle qui a son fon-

dement dans les nombres et dans la raison. Puis donc que les

principes numériques de la musique se rattachent à la théo-

rie des nombres abstraits, nous leur donnerons le second rang 13

pour la facilité de notre étude.

Selon l'ordre naturel, la première science serait celle des

nombres, qu'on appelle arithmétique. La seconde serait celle

qui a pour objet les surfaces, et qu'on appelle géométrie. La

troisième est celle qui a pour objet les solides, et qu'on appelle 20

stéréométrie. La quatrième traite des solides en mouvement,

c'est l'astronomie. Quant à cette musique dont l'objet est de

considérer les relations mutuelles des mouvements et des

intervalles, quelles que soient ces relations, il n'est pas possi-

ble de la comprendre avant d'avoir saisi celle qui est basée 25

sur les nombres. Ainsi, dans notre plan, les lois numériques

de la musique viendront immédiatement après l'arithméti-

que; mais, d'après l'ordre naturel, la cinquième place doit

être donnée à cette musique qui consiste dans l'étude de l'har-

monie des mondes. Or, selon la doctrine des Pythagoriciens, so

les nombres sont pour ainsi dire le principe, la source et la

racine de toutes choses.

6 Platon place la musique après l'astronomie (Rp. VII, p. 530 D), après avoir

assigné à l'astronomie le quatrième rang (ici. p. 528 E).
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ARITHMÉTIQUE 29

De Un et de la monade

III. Le nombre est une collection de monades, ou une pro-

gression de la multitude commençant et revenant à la mo-

nade (par l'addition ou la soustraction successive d'une unité).

Quant à la monade, c'est la quantité terminante — principe 5

et élément des nombres — qui, une fois débarrassée de la

multitude par soustraction, et privée de tout nombre, demeure

ferme et fixe : il est impossible de pousser plus loin la divi-

sion. Si nous divisons en plusieurs parties un corps sensible,

ce qui était un devient plusieurs, et si l'on soustrait chacune 10

des parties, il se terminera à un; et si cet un, nous le divisons

de nouveau en plusieurs parties, il en sortira la multitude, et

en enlevant chacune de ces parties, on reviendra à un, de

sorte que ce qui est un, en tant qu'un, est sans parties et indi-

visible*. Tout autre nombre étant divisé est diminué et réduit is

en parties plus petites que lui, comme 6 en 3 et 3, ou en 4

et 2, ou en 5 et 1. Ce qui est un, dans les choses sensibles, si

on le divise, est diminué à la manière des corps, et par le

partage qu'on en fait, il est divisé en parties plus petites que

lui; mais il augmente comme nombre; car, à la place de ce 20

qui était un, il y a plusieurs. C'est d'après cela que ce qui est

un est indivisible. Nulle chose, en effet, ne peut être divisée

en parties plus grandes qu'elle-même. Mais ce qui est un,

divisé en parties plus grandes que rentier, se divise à la ma-
nière des nombres en parties égales (en somme) à l'entier. Par 20

exemple, si un corps, unité sensible, est divisé en six parties,

1,1, 1, 1,1, 1, ces parties sont égales à l'unité; mais, si on le

divise en 4 et 2, les parties sont plus grandes que l'unité; en

effet, 4 et 2, comme nombres, surpassent un. La monade donc,

en tant que nombre, est indivisible. Si elle est appelée mo- 30

nade, c'est, ou bien parce qu'elle demeure immuable et ne

sort pas des limites de sa nature; en multipliant, en effet, la

15 Voyez la note II après la traduction.
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ARITHMÉTIQUE 31

monade par elle-même, nous aurons toujours la monade : une

fois un donne toujours un; et, si nous multiplions la monade

jusqu'à l'infini, elle restera toujours monade. Ou bien encore,

elle est appelée monade, parce qu'elle est séparée et mise

seule en dehors de la multitude des autres nombres. Comme 5

le nombre diffère de ce qui est nombre, de même la mo-

nade diffère de ce qui est un. Le nombre, en effet, est une quan-

tité intelligible, comme la quantité 5 et la quantité 10, qui ne

sont pas composées de corps sensibles, mais de choses intel-

ligibles. Quant à la quantité nombrable, elle se trouve dans 10

les choses sensibles telles que 5 chevaux, 5 bœufs, 5 hommes.

Donc la monade est l'idée d'un un intelligible, lequel un est

indivisible. Quant à Yun qui se rencontre dans les choses sen-

sibles, on le dit un en soi, comme un cheval, un homme *.

IV. La monade sera donc le principe des nombres; et Yun is

le principe des choses nombrées. Ce qui est un, en tant que

sensible, peut, à ce qu'on assure, être divisé à l'infini, non

en tant qu'il est nombre ou principe du nombre, mais en

tant qu'il est sensible, en sorte que la monade qui est intel-

ligible, n'admet pas de division, mais que ce qui est un, étant 20

sensible, peut être divisé à l'infini. Les choses nombrées dif-

fèrent encore des nombres, en ce qu'elles sont corporelles,

tandis que les nombres sont incorporels. Mais, sans faire cette

distinction, « les modernes considèrent la monade etladyade

comme principes des nombres
;
quant aux Pythagoriciens, 2a

ils font consister les principes des nombres dans les séries

des termes successifs par lesquels se conçoivent les pairs et

les impairâ »
; ils disent, par exemple, que le principe de trois

dans les choses sensibles est la triade, que le principe de tout

ce qui est quatre, parmi les choses sensibles, est la tétrade, 30

et ainsi de même pour tous les autres nombres. Ils préten-

dent en outre que la monade est le principe de tous ces nom-
bres et que Yun est libre de toute variété, l'un qui se trouve

i4 Ainsi, d'après Théon, la monade est abstraite, Yun est Concret.
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ARITHMÉTIQUE 33

dans les nombres n'étant pas tel ou tel un, c'est-à-dire n'é-

tant pas une certaine quantité et une diversité à l'égard d'un

autre un, mais étant l'un considéré en lui-même. Car c'est

par là qu'il devient le principe et la mesure des choses qui

lui sont soumises, de même que chacune des choses qui exis- s

tent est dite un, comme étant participante de la première

essence et de l'idée de ce qui est un. Archytas et Philolaus

se servent indifféremment des mots un et monade, et ils di-

sent que la monade est l'un. La plupart ajoutent au nom de

monade l'épithète « première », comme s'il y avait une mo- 10

nade qui ne fût pas première, et comme si celle qu'ils appel-

lent première était plus universelle, et qu'elle fût la monade

et Yun, — car ils l'appellent aussi l'un — et comme si elle

était l'essence première et intelligible qui fait que toutes les

choses qui sont un, soient telles. C'est en vertu d'une parti- îs

cipation à cette essence que toutes choses sont appelées un.

C'est pourquoi le nom même un ne dit pas de quelle chose il

s'agit, ni quelle en est l'espèce, mais il s'applique à toutes

choses. Ainsi, la monade et Yun étant tout à la fois intel-

ligibles et sensibles, ces deux choses ne diffèrent en rien l'une 20

de l'autre. Quelques-uns mettent une autre différence entre

Yun et la monade : Yun ne change pas selon la substance, et

ce n'est pas lui qui fait que la monade ou les impairs changent

selon l'essence. Il ne change pas non plus selon la qualité,

car c'est lui-même qui est monade, et non comme les mo- 2s

nades qui sont plusieurs. Il ne change pas non plus selon

la quantité, car il n'est pas composé, comme les monades

auxquelles s'ajoute une autre monade. Il est un et non plu-

sieurs ; c'est pour cela qu'on l'appelle lui seul un. Et quoique

Platon, dans le Philèbe *, se soit servi de l'expression « les 30

imités », il ne les a pas appelées ainsi d'après l'un, mais

d'après la monade qui est une participation de l'un. Cet un,

qui se distingue de la monade dont il est l'essence, est quel-

30 Le Philèbe, p. 15 A.
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ARITHMÉTIQUE 35

que chose de tout à fait immuable. \Jun diffère donc de la

monade, en tant qu'il est défini et terme, tandis que les mo-

nades sont indéfinies et indéterminées.

Du nombre pair et du nombre impair

Y. Une première division partage les nombres en deux 5

espèces : les uns sont appelés pairs, les autres impairs. Les

pairs sont les nombres qui peuvent se diviser en deux parties

égales, comme deux et quatre, les impairs au contraire sont

les nombres qui ne peuvent se diviser qu'en parties inégales,

comme cinq et sept. Quelques-uns ont dit que le premier des 10

impairs est l'unité. Car pair est le contraire d'impair, et

l'unité est nécessairement paire ou impaire ; or elle ne peut

pas être paire, puisque, non seulement elle ne se divise pas

en parties égales, mais elle ne se divise même pas du tout;

donc l'unité est impaire. Que si vous ajoutez un nombre pair îs

à un autre nombre pair, le tout sera pair; or, l'unité, ajoutée

à un nombre pair, donne un tout impair; donc, encore une

fois, l'unité n'est pas paire, elle est impaire. Cependant, Aris-

tote dit, dans le Pythagoricien *, que Yun participe des deux

natures. En effet, ajouté à un nombre pair, il donne un 20

nombre impair; mais, ajouté à un nombre impair, il donne

un nombre pair, ce qu'il ne pourrait faire s'il ne participait

des deux natures. C'est pourquoi on l'appelle pair-impair

.

Archytas paraît avoir été aussi de ce sentiment. La première

idée de l'impair est donc l'unité, comme aussi dans le monde, 25

on attribue la qualité d'impair à ce qui est défini et bien

ordonné. Au contraire, la première idée du pair est le binaire

indéfini, ce qui fait que, dans le monde aussi, on attribue la

qualité de pair à tout ce qui est indéfini, inconnu et désor-

donné. C'est pourquoi le binaire est appelé indéfini, parce qu'il 30

n'est pas défini comme l'unité. Quant aux termes qui se sui-

19 L'un des ouvrages perdus d'Aristoté;
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ARITHMÉTIQUE 37

vent par une série continue, en commençant par l'unité, ils

augmentent toujours d'une quantité égale, chacun surpas-

sant d'une unité celui qui le précède; mais, à mesure que les

termes augmentent, leur rapport mutuel diminue. Soient,

par exemple, les termes 1, 2, 3, 4, 5, 6, la raison du nombre 2 s

à l'unité est double ; celle du nombre 3 au nombre 2 est ses-

quialtère (1 + 1/2) ; celle du nombre 4 au nombre 3 est sesqui-

tierce (1 + 1/3) ; celle du nombre 5 au nombre 4 est sesqui-

quarte (1 + 1/4) ; enfin celle du nombre 6 au nombre 5 est

sesquiquinte (1 + 1/5). Or, le rapport 1 + 1/5 est plus petit

que 1 + 1/4 ; 1 + 1/4 est plus petit que 1 + 1/3 ; 1 + 1/3 est

plus petit que 1 + 1/2 ; et enfin 1 + 1/2 est plus petit que 2.

Et on trouverait que la raison décroît de même pour les autres

nombres. On voit aussi que les nombres successifs sont alter-

nativement pairs et impairs. 15

Du nombre premier ou incomposé

VI. Parmi les nombres, les uns sont dits premiers absolus

ou incomposés; d'autres sont premiers entre eux, mais non

absolument; d'autres sont absolument composés; d'autres,

composés entre eux. Les nombres absolument premiers et 20

incomposés sont ceux qu'aucun nombre ne peut mesurer, si

ce n'est l'unité. Tels sont 3, 5, 7, 11, 13, 17 et autres

semblables. Ces nombres sont aussi appelés linéaires et eu-

thymétriques, parce que les longueurs et les lignes ne sont

considérées que dans une seule dimension. On les appelle 25

aussi impairement-impairs. On leur donne donc cinq déno-

minations différentes : premiers, incomposés, linéaires, eu-

thymétriques et impairement-impairs. Ce sont les seuls qui

ne soient pas divisibles ; ainsi aucun des autres nombres,

différents de l'unité, ne peut diviser le nombre 3, de sorte 30

que 3 puisse résulter de leur multiplication. En effet, une fois

3 fait 3. De même, une fois 5 fait 5, une fois 7 fait 7, et une

fois 11 fait 11. Et c'est pour cela qu'on appelle ces nombres
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ARITHMÉTIQUE 39

impairement-impairs *; car ils sont impairs, et l'unité qui

les mesure est également impaire. Aussi les seuls impairs peu-

vent être premiers ou incomposés. En effet, les nombres

pairs ne sont pas premiers et incomposés ; ils n'ont pas la

seule unité pour mesure, d'autres nombres les mesurent : par s

exemple, 2 mesure 4, car 2 fois 2 font 4 ; 2 et 3 mesurent 6,

car 2 fois 3 et 3 fois 2 font 6. Tous les autres nombres pairs,

à l'exception de 2, sont mesurés de même par des nombres

plus grands que l'unité. Le nombre 2 est le seul, parmi les

pairs, qui soit dans le même cas que plusieurs impairs, de

n'avoir que l'unité pour mesure. En effet une fois 2 est 2.

C'est pour cela qu'on a dit que le nombre 2 a la nature du

nombre impair, parce qu'il a la même propriété que les im-

pairs. On appelle premiers entre eux, mais non absolument,

les nombres qui ont pour commune mesure l'unité, quoique is

d'autres nombres les mesurent, si on les considère séparé-

ment, comme 8 que mesurent 2 et 4, 9 que] mesure 3, et

10 que mesurent 2 et 5. Ils ont, en effet, l'unité pour

commune mesure, soit entre eux, soit par rapport à leurs

facteurs premiers : on a [une fois 3 égale 3] une fois 8 égale 8, 20

une fois 9 égale 9, et une fois 10 égale 10.

Du nombre composé

VIL Les nombres composés sont les nombres mesurés par

un nombre moindre qu'eux-mêmes, comme 6 qui est mesuré

par 2 et 3. Les nombres composés entre eux sont ceux qui 25

ont une mesure commune comme 8 et 6, qui ont 2 pour

commune mesure, car 2 fois 3 font 6 et 2 fois 4 font 8. Tels

sont encore 6 et 9 qui ont 3 pour commune mesure, car 3

fois 2 font 6 et 3 fois 3 font 9. Quant à l'unité, elle n'est pas

un nombre, mais le principe du nombre; et, quant au nom- 30

1 Euclide appelle impairement-impairs les nombres de la forme

(2a + 1) (26 + 1), cf. Élé?nents\U, déf. 10. Les nombres premiers sont com-
pris dans cette formule en supposant 2b

-f-
1 = 1, c'est-à-dire 6 = 0.



40

, , -, . '

' .
5

. ,, . [] ,
' , ^-̂, 6

• 6 ' "' ', '
' ' ', *

15, ', ', ' •, -. 6.
. -

20 , '
' '.

, ,
19 Titre dans quelques mss. : (des nombres pairement-

impairs).



ARITHMÉTIQUE 41

bre 2, il n'est pas indéfini, il est le premier nombre diffé-

rent de l'unité et, quoique pair, il n'a pas de diviseur plus

grand que l'unité. Les nombres composés qui sont le pro-

duit de deux nombres sont appelés plans; on les considère

comme ayant deux dimensions, longueur et largeur. Ceux 5

qui sont le produit des trois nombres sont appelés solides,

comme possédant la troisième dimension. Enfin, on appelle

circuit le résultat de la multiplication de nombres les uns

par les autres.

Des diverses sortes de nombres pairs io

VIII. Parmi les nombres pairs, les uns sont pairement-

pairs, d'autres impairement-pairs, d'autres enfin pairement-

impairs. On reconnaît qu'un nombre est pairement - pair

quand il réunit ces trois conditions :
1° qu'il soit engendré

par deux pairs multipliés entre eux ;
2° que toutes les parties 15

en soient paires jusqu'à la réduction à l'unité ;
3° qu'aucune

de ses parties n'ait le même nom qu'un nombre impair.

Tels sont 32, 64, 128, et ainsi de suite en procédant par une

progression double. En effet, 32 est le produit des nombres

4 et 8 qui sont pairs. Toutes les parties en sont paires, 20

savoir : la moitié 16, le quart 8, le huitième 4, les parties

sont de même nom que les nombres pairs, la moitié est con-

sidérée comme le nombre binaire, il en est de même du

quart, du huitième (qui sont considérés comme les nombres

4, 8). Il en est de même des autres nombres *. 25

IX. On appelle nombres pairement impairs les nombres

mesurés par le nombre 2 et par un nombre impair quelcon-

que et qui ont, par conséquent, des moitiés impaires quand

on fait la division par 2. Tel est 2 fois 7 ou 14. On les appelle

pairement impairs, parce qu'ils ont pour mesure le nombre 2 30

25 Ainsi, suivant Théon, le nombre pairement-pair est une puissance de 2.

Suivant Euclide, c'est un produit de deux nombres pairs ; cf. Éléme?its, VII,

déf. 8.
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qui est pair et, en outre, un nombre impair; 2 a l'unité ; 6 a

le nombre 3; 10 à le nombre 5; 14 a 7. Ces nombres, une

fois faite la division par 2, sont partagés en deux parties

impaires, et, après la première division, ils n'en admettent

plus d'autre en deux parties égales. En effet, la moitié de 6 s

est 3, mais 3 ne peut se diviser en parties égales, car l'unité

(qui reste après la division par 2) est indivisible *.

X. Les nombres impairement pairs sont ceux qui résultent

de la multiplication de deux nombres quelconques, l'un

impair, l'autre pair, lesquels, multipliés l'un par l'autre, sont io

divisés par le nombre 2 en deux parties paires ; mais, si l'on

emploie de plus grands diviseurs, les quotients sont tantôt

pairs, tantôt impairs. Tels sont les nombres 12 et 20, qui

valent respectivement 3 fois 4, et 5 fois 4. Or, en divi-

sant 12 successivement par 2, 3 et 4, on a 12 = 2 X 6= 3 X 4 «

= 4X3. On a de même 20= 2 X 10= 4X5= 5X4*.

Des nombres carrés, hétéromèques,

parallélogrammes

XL Parmi les nombres composés les uns sont également

égaux, c'est-à-dire carrés et plans, quand ils résultent de la 20

multiplication de deux nombres égaux [le résultat est égale-

ment égal ou carré]. Tels sont les nombres 4 et 9, car 2 fois

2 font 4 et 3 fois 3 font 9.

XII. Au contraire, les nombres composés sont inégalement

inégaux, quand ils résultent de la multiplication de deux 25

nombres inégaux. Tel est 6, car 2 fois 3 font 6.

XIII. Parmi ces nombres, on nomme hétéromèques, ceux

qui ont un côté (facteur) plus long que l'autre d'une unité.

7 Les nombres pairement impairs sont donc, d'après Théon, les nombres

de la forme 2 (2a+ 1). C'est la même définition que celle d'Euclide, Cf. Élé-

ments, VII, déf. 9. — 16 Les nombres impairement pairs, que Théon distin-

gue des nombres pairement impairs, seraient donc les nombres de la forme

(2 a + 1) 4 6,
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23 ] ces quatre mots doivent être supprimés : si les côtés

du nombre parallélogramme pouvaient différer de plus de deux unités, la défi-

nition de ce nombre serait la même que celle du nombre promèque ; voy. I,

xvii. D'ailleurs, dans les quatre exemples de nombres parallélogrammes don-

nés par Théon (2x4, 4x6, 6x8, et 8 x 10) la différence des deux facteurs

est égale à 2. Il paraît donc évident que Théon définit d'abord le nombre carré

a X a, puis le nombre hétéromèque a (a -f- 1) et le nombre parallélogramme

a (a -\- 2), avant de définir le nombre promèque a (a + b) la différence b des

deux facteurs étant un nombre entier quelconque.
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Or, le nombre qui surpasse le nombre impair d'une unité

est pair, donc les hétéromèques ne comprennent que des

nombres pairs. En effet, l'unité, principe de tous les nom-

bres, étant impaire et tendant à la production des autres, a

fait, en se doublant elle-même, le nombre 2 qui est hétéro- s

mèque. C'est pourquoi le nombre 2, étant hétéromèque et

surpassant l'unité d'une unité, rend hétéromèques les nom-

bres pairs qui surpassent les impairs d'une unité. Or, les

nombres dont il s'agit s'engendrent de deux manières, par

la multiplication et par l'addition. Par l'addition, les nom- 10

bres pairs ajoutés aux nombres pairs qui les précèdent, pro-

duisent les nombres hétéromèques. Soient, en effet, les nom-

bres pairs successifs

2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18.

Par l'addition, on a 2 + 4= 6; 6 + 6= 12; 12 + 8=20; is

20 + 10= 30; en sorte que les sommes sont les nombres

hétéromèques 6, 12, 20, 30 et ainsi des suivants *. Les mêmes

nombres hétéromèques sont également obtenus par la mul-

tiplication des pairs et des impairs successifs, le premier

nombre étant multiplié par le suivant. Soit, en effet, 20

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.

Onal fois 2= 2; 2 fois 3= 6; 3 fois 4= 12; 4 fois 5= 20;

5 fois 6= 30 ; et ainsi de suite. Les nombres hétéromèques

sont ainsi appelés, parce que c'est l'addition de l'unité à l'un

des côtés qui fait la première diversité des côtés. 25

XIV. Les nombres parallélogrammes sont ceux qui ont

un côté plus grand que Tautre de 2 unités, comme 2 fois 4,

4 fois 6, 6 fois 8, 8 fois 10, qui valent 8, 24, 48, 80.

17 La somme des termes de la progression formée par la suite naturelle des

nombres pairs

2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 2n

est, en effet, ( -f- 1), donc c'est un nombre hétéromèque d'après la

définition.

Théon ne donne jamais la démonstration des théorèmes arithmétiques

qu'il énonce; il les vérifie sur quelques exemples.
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XV Les nombres engendrés par l'addition des nombres

impairs successifs sont carrés. Soit, en effet, la série des

impairs 1, 3, 5, 7, 9, 11 ; 1 et 3 font 4 qui est carré, car il

est également égal, 2 fois 2 font 4 ; 4 et 5 font 9, qui est aussi

carré, car 3 fois 3 font 9; 9 et 7 font 16, qui est carré, car s

4 fois 4 font 16; 16 et 9 font 25, c'est encore un nombre

carré, car il est également égal, 5 fois 5 font 25. On con-

tinuerait ainsi à l'infini. Telle est donc la génération des

nombres carrés par l'addition, chaque impair étant succes-

sivement ajouté au carré obtenu en sommant les impairs io

précédents à partir de l'unité *. La génération a lieu aussi

par la multiplication, en multipliant un nombre quelconque

par lui-même, comme 2 fois 2 font 4, 3 fois 3 font 9, 4 fois 4

font 16.

XYI. Les carrés consécutifs ont pour moyens, en propor- is

tion géométrique, des hétéromèques, c'est-à-dire des nom-

bres dont un côté est plus long que l'autre d'une unité ; mais

les hétéromèques consécutifs n'ont pas des carrés pour

moyens proportionnels.

Ainsi, soient les nombres 1, 2, 3, 4, 5; chacun d'eux mul- 20

tiplié par lui-même donne un carré : IX 1=1; 2X2= 4;

3X 3=9; 4X4= 16; 5X5= 25; aucun des facteurs ne

sort de ses propres limites, car le nombre 2 ne fait que se

doubler lui-même, 3 ne fait que se tripler,».. Les carrés suc-

cessifs sont donc 1, 4, 9, 16, 25. Je dis qu'ils ont pour moyens 2s

les hétéromèques. Prenons, en effet, les carrés successifs 1 et

4, le moyen entre eux est le nombre hétéromèqiie 2 ; si nous

posons la série 1,2,4, le moyen 2 contient l'extrême 1, autant

de fois qu'il est contenu dans l'autre extrême 4 ; 2 est, en effet,

le double de 1, et 4 le double de 2. Soient encore les car- 30

11 En effet, le n* nombre impair à partir de L'unité est2>i — 1 et la somme
des termes de la progression 1, 3, 5, 7, 9, 2n — 1 est w 2

.
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•

rés 4 et 9, leur moyen est le nombre hétéromèque 6. Si nous

mettons en ligne 4, 6, 9, le rapport du moyen 6 au premier

extrême est égal au rapport du deuxième extrême à 6, car le

rapport de 6 à 4 est sesquialtère (1 + 1/2), comme le rapport

de 9 à 6. Il en est de même des carrés suivants.

Les hétéromèques, au contraire, produits de facteurs qui

diffèrent d'une unité, ne restent pas dans leurs propres limi-

tes et ne comprennent pas les carrés. Ainsi 2X3 = 6; 3X4
= 12; et 4 X o= 20. Or, aucun des (premiers) facteurs ne

demeure dans ses propres limites, il change dans la multi-

plication, le nombre 2 se multipliant par 3, le nombre 3 par

4, et 4 par 5.

De plus, les nombres hétéromèques engendrés ne com-

prennent pas les nombres carrés. Ainsi 2 et 6 sont des hétéro-

mèques successifs entre lesquels se trouve le carré 4 ; mais 15

celui-ci n'est pas compris entre eux d'après la proportion

géométrique continue, en sorte qu'il ait le même rapport avec

les extrêmes. Si nous disposons en ligne 2, 4, 6 ; 4 aura un

rapport différent avec les extrêmes, car le rapport de 4 à 2

est double et celui de 6 à 4 est sesquialtère (1 -f- 1/2). Or, pour 20

que 4 fut moyen proportionnel, il faudrait que le rapport du

premier terme au moyen fût égal au rapport du moyen au

troisième terme. Pareillement 9, nombre carré, est compris

entre les hétéromèques successifs 6 et 12, mais il n'a pas le

même rapport avec les extrêmes, car le rapport de 9 à 6 est 25

sesquialtère (1 -f- 1/2), tandis que celui de 12 à 9 est ses-

quitierec (1 + 1/3). 11 en est de même des hétéromèques sui-

vants *.

28 Voy. note III.
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ARITHMÉTIQUE 51

Des nombres promèques

XVII. Un nombre promèque est un nombre formé de fac-

teurs inégaux quelconques dont l'un surpasse l'autre, soit

d'une unité, soit de deux, soit d'un plus grand nombre. Tel

est 24 qui vaut 6 fois 4, et autres nombres semblables. Il y a 5

trois classes de nombres promèques. En effet, tout nombre

hétéromèque est en même temps promèque, en tant qu'il a

un côté plus grand que l'autre; mais, si tout nombre hété-

romèque est par là môme promèque, la réciproque n'est pas

vraie, car le nombre qui a un coté plus long que l'autre de 10

plus d'une unité, est promèque ; mais il n'est pas hétéro-

mèque, puisque celui-ci se définit : un nombre dont un côté

surpasse l'autre d'une unité, comme 6, puisque 2X3 = 6.

Un nombre est encore promèque quand, suivant les multi-

plications diverses, il a un des côtés tantôt plus long d'une 15

unité, tantôt plus long de plus d'une unité. Tel est 12 qui résulte

de 3 X 4 et de 2 X 6, en sorte qu'à raison des côtés 3 et 4, le

nombre 12 est hétéromèque, et qu'à raison des côtés 2 et 6,

il est promèque. Enfin, un nombre est encore promèque, si,

résultant de toute espèce de multiplication, il a un côté plus 20

long que l'autre de plus d'une unité. Tel est 40, qui est le

produit de 10 par 4, de 8 par 5 et de 20 par 2. Les nombres

de cette espèce ne peuvent être que promèques. Le nombre

hétéromèque est celui qui reçoit la première altération après

le nombre formé de facteurs égaux, l'addition d'une unité 25

faite à l'un des deux côtés égaux étant la première altéra-

tion. C'est pourquoi les nombres qui résultent de cette pre-

mière altération des côtés ont été appelés, avec raison, hété-

romèques ; mais ceux qui ont un côté plus grand que l'autre

d'une quantité supérieure à l'unité ont été appelés promè- 3j

ques, à cause de la plus grande différence de longueur entre

les côtés.

XVIII. Les nombres plans sont les nombres produits par

la multiplication de deux nombres représentant la longueur
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ARITHMÉTIQUE 53

et la largeur. Parmi ces nombres, il y en a qui sont trian-

gulaires, d'autres sont quadrangulaires, pentagones et en

général polygones.

Des nombres triangulaires, de la manière dont ils s'obtiennent,

et des antres nombres polygones 5

XIX. Les nombres triangulaires s'obtiennent delà manière

que nous allons indiquer. Et d'abord les pairs successifs

ajoutés les uns aux autres produisent les hétéromèques.

Ainsi le premier pair 2 est en même temps hétéromèque, car

il vaut 1 X 2. Si maintenant à 2 on ajoute 4, la somme sera io

6 qui est encore un hétéromèque, puisqu'il vaut 2 X 3 et il

en est de même des suivants à l'infini. Mais, afin que ce que

nous venons de dire soit plus clair, nous allons le montrer

ainsi.

Supposons que le premier pair 2 soit représenté par les is

deux unités 1 1, la figure qu'elles forment est hétéromèque,

car elle a 2 en longueur et 1 en largeur. Après le nombre 2

vient le nombre pair 4; si nous ajoutons les quatre unités

aux deux premières, en les plaçant autour (à angle droit),

nous aurons la figure du nombre hétéromèque 6, car salon- 20

gueur est 3 et sa largeur 2. Après le nombre 4 vient le nom-

bre pair 6. Si nous ajoutons les 6 unités aux 6 premières

en les plaçant autour (à angle droit), la somme sera 12

et la figure sera hétéromèque, comme ayant 4 en longueur

et 3 en largeur, et ainsi de suite à l'infini par l'addition des

nombres pairs 25

1111 1 1 1

1 1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1

A leur tour, les impairs ajoutés ensemble donnent les nom-

bres carrés. Or, les impairs successifs sont 1, 3, 5, 7, 9, 11.

En les additionnant d'une manière continue, on obtient les
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ARITHMETIQUE 55

nombres carrés. Ainsi l'unité est le premier nombre carré,

car 1X1=1. Vient ensuite le nombre impair 3. Si on

ajoute ce gnomon à l'unité *, on obtient un carré également

égal, car il a 2 tant en longueur qu'en largeur. L'impair qui

vient ensuite est 5. Si on ajoute ce gnomon au carré 4, on s

obtient un nouveau carré 9, qui a 3 en longueur comme
en largeur. Vient ensuite l'impair 7 qui, ajouté au carré 9,

donne le carré 16, dont la longueur et la largeur valent 4,

et ainsi de suite à l'infini.

1 1 1 1

1 1

1

1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1

1

1 1 1 1

1111
De même, en additionnant non plus seulement les pairs io

seuls ou les impairs seuls, mais les pairs et les impairs, nous

obtiendrons les 'nombres triangulaires. La suite des pairs et

des impairs est 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10; c'est en les addi-

tionnant que nous formerons les nombres triangulaires. Le

premier est l'unité, car si elle n'est pas tel en acte, elle est is

tout en puissance, étant le principe de tous les nombres. Si

on lui ajoute le nombre 2, on a le nombre triangulaire 3. Si

à ce nombre on ajoute 3, on obtient 6, et, en ajoutant 4 à

celui-ci, on a 10. Si à ce dernier on ajoute 5, la somme est

15. Ajoutez 6, vous aurez 21. Ajoutez 7 à ce dernier, vous 20

aurez 28 qui, augmenté de 8, deviendra 36. Et celui-ci

augmenté de 9 deviendra 45. Ajoutez 10, vous aurez 55. Et

ainsi de suite à l'infini. Or, il est évident que ces nombres

sont triangulaires, d'après la figure obtenue en ajoutant aux

premiers nombres les gnomons successifs *. Les nombres 25

triangulaires obtenus par addition seront donc

3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55.

et ainsi de suite.

3 Les gnomons sont ici les nombres impairs successifs. Voy. la définition

générale du gnomon, I, xxin. — 25 Les gnomons sont dans ce cas la suite

naturelle des nombres.
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ARITHMÉTIQUE 57

13 6 10 15 211111 1 1

1 1 11 11 11 11
ï ï ï 111 111 111

I ï ï ï 1111 1111
1 1 1 ï~i 11111

111111
28 36

1 1

11 11
111 111
1111 1111
11111 11111
111111 111111
1111111 1111111

11111111 etc.

XX. Les carrés sont produits, comme nous Pavons dit,

par l'addition des impairs successifs, en commençant par

l'unité. Ils ont cela de particulier, qu'ils sont alternative- 5

ment pairs et impairs, tout comme les nombres simples sont

alternativement pairs et impairs, c'est ce qu'on peut voir

dans la série

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100.

Si maintenant on dispose les nombres pairs et impairs par 10

ordre, en commençant par l'unité, on verra que les gnomons

qui se surpassent de 2 étant additionnés ensemble, forment

les carrés, comme nous l'avons montré ci-dessus : les im-

pairs, en commençant par l'unité, se surpassent en effet de

2 les uns les autres. De même, les nombres qui se surpassent 15

de 3 étant additionnés, toujours en commençant par l'unité,

forment les pentagones. Ceux qui se surpassent de 4 donnent

les exagones; en sorte que la raison des gnomons, qui don-

nent un polygone, est toujours moindre de 2 unités que le

nombre des angles de la figure. 20

Il y a un autre ordre de nombres polygones, donné par les

nombres multiples à partir de l'unité. En effet, parmi les

nombres multiples à partir de l'unité, comme les doubles,
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les triples et ainsi de suite, les termes sont carrés de deux en

deux, et cubiques de trois en trois. De plus, ceux qui se sui-

vent de 6 en 6 sont à la fois carrés et cubiques ; comme
cubiques, leurs côtés sont des nombres carrés, et comme car-

rés, leurs côtés sont des nombres cubiques. Voici comment s

nous montrons que les nombres multiples, commençant par

l'unité, sont carrés de deux en deux, cubiques de trois en

trois, et à la fois carrés et cubiques de six en six. Dispo-

sons plusieurs nombres en progression double

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256. io

Le premier double est 2. Vient ensuite 4 qui est carré,

puis 8 qui est cubique, puis de nouveau 16 qui est carré.

Celui-ci est suivi de 32, après lequel vient 64, tout à la fois

carré et cubique. On a ensuite 128 suivi de 256 qui est carré
;

et l'on pourrait continuer de môme jusqu'à l'infini. is

Dans la progression triple on trouvera pareillement les

carrés alternes. De même dans la progression quintuple et

dans les autres progressions multiples. Si on omet alternati-

vement deux termes, on trouvera que les termes restants

sont des cubes ; et si on en omet cinq, on trouvera que ceux 20

qui restent sont à la fois carrés et cubiques *.

Les carrés ont cette propriété d'être exactement divisibles

par 3, ou de le devenir étant diminués d'une unité. Ils sont

aussi exactement divisibles par 4, ou le deviennent après la

soustraction d'une unité. 25

Le carré (pair), qui devient divisible par 3 après avoir été

diminué d'une unité, est divisible par 4, ce qui est le cas de

4. Le carré, qui devient divisible par 4 après avoir été dimi-

21 La notation de l'exposant rend évidentes toutes ces vérités. Soit la pro-
gression 1, 2, 2 2

, 23, 2*, 25, 26, 27, 2», 2\ 2*0, 2", 2i 2
,... les termes 2*, 2*, 26,...

pris de deux en deux, sont des carrés, puisque les exposants sont pairs; les

termes 2 3
, 2 6

, 2'V•• pris de trois en trois, sont cubiques, puisque l'exposant
est un multiple de 3; et les termes 2 6

,
2t 2

,... pris de six en six, sont à la fois

carrés et cubiques. Gomme carrés, leurs racines 2 3
, 2 6 ,... sont des cubes, et

comme cubiques, leurs racines 2 2
, 2 4

,... sont des carrés.
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nué d'une unité, est divisible par 3, ce qui est le cas de 9*.

Un carré peut être à la fois divisible par 3 et par 4, comme 36.

Enfin, le carré qui n'est divisible ni par 3 ni par 4, comme

25, admet ces deux diviseurs après la soustraction d'une

unité \ s

XXI. Parmi les nombres, les uns également égaux sont

carrés, les autres inégalement inégaux sont hétéromèques ou

promèques. Et, pour tout dire, les produits de deux facteurs

sont plans et ceux de trois facteurs sont solides. On leur

donne les noms de nombres plans triangulaires ou carrés,

ou de nombres solides, et d'autres noms semblables, non au

sens propre, mais par comparaison avec les espaces qu'ils

semblent mesurer. Ainsi 4 est appelé nombre carré, parce

qu'il mesure un espace carré ; et c'est pour une raison fondée

sur une analogie semblable que 6 est appelé hétéromèque. i5

XXII. Parmi les nombres plans, les carrés sont tous

semblables entre eux. Parmi les nombres plans qui ont les

côtés inégaux, ceux-là sont semblables, dont les côtés, c'est-

à-dire les nombres qui les comprennent, sont entre eux dans

le même rapport. Prenons l'hétéromèque 6 dont les côtés, 20

longueur et largeur, sont 3 et 2, et un autre nombre plan 24

dont les côtés, longueur et largeur, sont 6 et 4. La longueur

de l'un est à la longueur de l'autre comme la largeur de l'un

est à la largeur de l'autre, car on a 6 : 3 = 4 : 2. Donc les

nombres plans 6 et 24 sont semblables. Tantôt les mêmes 25

nombres représentent des longueurs, quand ils sont pris,

comme côtés, pour la formation d'autres nombres ; tantôt

ils représentent des nombres plans, quand on les considère

comme produits par la multiplication de deux nombres
;

tantôt enfin ils représentent des solides, quand ils sont pro- 30

duits par la multiplication de trois nombres.

1 Ou bien, c'est le carré diminué d'une unité qui est aussi divisible par 3,

tels sont les carrés 25 et 49. — Voyez la note IV.
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Tous les cubes sont semblables, ainsi que les autres solides

(parallélipipèdes rectangles) qui ont les côtés proportionnels,

en sorte qu'il y ait le même rapport entre la longueur de

l'un et la longueur de l'autre, la largeur de l'un et la largeur

de l'autre, et enfin la hauteur de l'un et la hauteur de l'autre, s

XXIII. De tous les nombres plans et polygones, le pre-

mier est le nombre triangulaire, comme parmi les ligures

rectilignes planes la première est le triangle. Nous avons

expose précédemment * la génération des triangulaires, et

nous avons vu qu'elle consiste à ajouter au nombre 1 la 10

suite naturelle des nombres pairs et des nombres impairs.

Or, tous les nombres successifs qui servent à former les

triangulaires, les quadrangulaires et les nombres polygones

quelconques, sont appelés gnomons; et les côtés d'un triangle

quelconque ont toujours autant d'unités qu'en contient le 15

dernier gnomon ajouté. Prenons d'abord l'unité, qui n'est

pas un triangle en acte, comme nous l'avons déjà dit, mais

en puissance ; car étant comme la semence de tous les nom-

bres, l'unité possède aussi la faculté d'engendrer le triangle.

Quand elle s'adjoint le nombre 2, elle donne naissance au 20

triangle dont les trois côtés contiennent autant d'unités qu'en

a le gnomon ajouté 2, et tout le triangle contient autant

d'unités qu'en contiennent les gnomons ajoutés ensemble.

Car la somme du gnomon 1 et du gnomon 2 égale 3, en sorte

que tout le triangle se compose de trois unités et qu'il y a 25

deux unités à chacun de ses côtés, c'est-à-dire autant d'unités

qu'il y a de gnomons ajoutés ensemble.

Le triangle 3 s'adjoint ensuite le gnomon 3, qui surpasse

le nombre 2 d'une unité, et le triangle entier devient 6. Ses

côtés ont chacun autant d'unités qu'il y a de gnomons ajoutés, 30

et le triangle vaut autant d'unités que les gnomons ajoutés

en contiennent, car en ajoutant à l'unité 2 et 3, on a le nom-

bre G.

9 Vuy. I, xix.
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Le nombre 6 augmenté du gnomon 4 donne le triangle de

10 unités dont les côtés ont chacun 4 unités. En effet, le gno-

mon qu'on vient d'ajouter est 4 et tout le triangle se compose

des unités des 4 gnomons, savoir 1+2 + 3 + 4. Le nom-

bre 10 étant augmenté du gnomon 5 on a le triangle 15 dont s

chaque côté a 5 unités, étant composé de 5 gnomons, et c'est

de la même manière que les gnomons suivants forment les

nombres triangulaires correspondants.

XXIV. Quelques nombres sont appelés circulaires, sphé-

riques ou récurrents. Ce sont ceux qui multipliés carrément 10

ou cubiquement, c'est-à-dire selon deux ou selon trois dimen-

sions, reviennent au nombre qui a été leur point de départ.

Tel est aussi le cercle qui revient au point où il a commencé,

car il consiste en une seule ligne et il commence et se ter-

mine au même point. Parmi les solides, la sphère a la même i6

propriété, car elle est décrite par la révolution d'un cercle

autour d'un diamètre, le cercle revenant à la position d'où il

est parti. De même les nombres qui par la multiplication

finissent par eux-mêmes, sont appelés circulaires ou sphéri-

ques. Ces nombres sont 5 et 6. En effet 5 X 5= 25 ; 25 X 5 20

= 125; 6X6= 36; et 36X6= 216.

XXV. Ainsi que nous l'avons dit *, les nombres carrés

s'engendrent par l'addition des impairs, c'est-à-dire de ceux

qui, en partant de l'unité, se surpassent de 2 les uns les

autres. C'est ainsi que 1 + 3= 4; 4 + 5= 9; 9 + 7= 16; 25

16 + 9= 25.

1 4 9 16 25

1 1
|

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

F 1 1 1 1 1

1

1 1

1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1 1

1 1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

22 Voy. 1, xix.
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XXYI. — Les nombres pentagones sont ceux qui se for-

ment par l'addition des nombres se surpassant de 3 les uns

les autres, à partir de l'unité. Leurs gnomons sont donc

1, 4, 7, 10, 13, 16, 19

et les polygones eux-mêmes sont

1, 5, 12, 22, 35, 51, 70

et ainsi de suite. Yoici la figure des nombres pentagones :

5 12 22 35

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
>
L 1 1

1 1 1 1111 1 1 1 1

1 1 1 1111 1 '
L 1 1 1

1111 1 1L 1 1 1

1111 1 \

1 \

1
'

[111
L 1 1 1

L 1 1 1 etc.

XXVII. Les nombres hexagones sont ceux qui se for-

ment par l'addition de nombres se surpassant de 4 les uns

les autres, à partir de l'unité. Les gnomons sont

1, 5, 9, 13, 17, 21, 25

d'où résultent les hexagones

1, 6, 15, 28, 45, 66, 91

Voici leur figure : is

6

1 1

1 1

1

15

1

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

1

28

1

1 1

1 1 1

1111
1111
1111
1111

1 1 1

1 1

1

45

1

1 1

1 1 1

1111
11111
11111
11111
11111
11111
1111

1 1 1

1 1

1 etc.
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Les autres nombres polygones se composent de la même
manière. Les heptagones sont ceux qui se forment par

l'addition de nombres se surpassant les uns les autres de 5,

à partir de l'unité. Les gnomons sont

1, 6, 11, 16, 21, 26 s

d'où résultent les heptagones

1, 7, 18, 34, 55, 81.

Les octogones sont pareillement composés de nombres qui

se surpassent de 6 à partir de l'unité, les ennéagones, de

nombres se surpassant de 7, à partir de l'unité, les décagones io

de nombres se surpassant de 8. Ainsi généralement, dans

tous les polygones, en ôtant deux unités du nombre des an-

gles, on aura la quantité dont les nombres servant à former le

polygone doivent se surpasser les uns les autres *.

XXVIII. La somme de deux triangles successifs donne is

un carré. Ainsi, 1 et 3 font 4; 3 et 6 font 9; 6 et 10 font 16;

10 et 15 font 25 ; 15 et 21 font 36; 21 et 28 font 49 ; 28 et 36

font 64 ; 36 et 45 font 81. Les nombres triangulaires qui sui-

vent, combinés ensemble, forment aussi des carrés, de môme
que la réunion de deux triangles linéraires présente la figure 20

d'un quadrangle *.

XXIX. Parmi les nombres solides, les uns ont leurs

côtés égaux [comme quand on multiplie entre eux trois

nombres égaux] ; les autres ont les côtés inégaux. Parmi

ces derniers, les uns ont tous les côtés inégaux; d'autres ont 25

deux côtés égaux et un autre inégal. Parmi ceux qui ont

deux côtés égaux, les uns ont le troisième côté plus grand,

les autres l'ont plus petit.

14 Voyez la note V. — 21 Un nombre carré n2 se décompose en deux

nombres triangulaires, le n° et le (n — l) e , on a efl'et

( 4- 1) . ( — 1) „
1 -f- ^^——:— = n'A

2 2

Ainsi le nombre carré 25 se décompose en deux nombres

triangulaires, le 5 e égal à 1 + 2 -f 3 -f 4 +5 et le 4 e égal

à 1 +2 -f-3 -f 4, comme l'indique d'ailleurs la figure :

1 1 1 1 1

vl 1 1 1

1 vl 1 1

1 1 -si 1

1 1 rsl
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Ceux qui ont les cotés égaux [étant également égaux éga-

lement], sont appelés cubes. Ceux au contraire qui ont tous

les côtés inégaux, et qui sont inégalement inégaux inégale-

ment, sont appelés bomisques (petits autels). Ceux qui ont

deux côtés égaux et le troisième plus petit que les deux au- 5

très, étant également égaux déficients, ont été appelés plin-

thes ou carreaux. Enfin, ceux qui ont deux côtés égaux et le

troisième plus grand que les deux autres, étant également

égaux excédants, sont appelés docides ou poutrelles.

Des nombres pyramidaux 10

XXX. Les nombres pyramidaux sont ceux qui mesurent

les pyramides et les pyramides tronquées. Or, une pyramide

tronquée est (ce qui reste d')une pyramide dont la partie su-

périeure a été enlevée. Quelques-uns ont donné à une telle

figure tronquée le nom de trapèze (solide), par analogie avec 15

les trapèzes plans ; car on appelle ainsi (ce qui reste d')un

triangle dont une ligne droite parallèle à la base a retranché

la partie supérieure.
*

Des nombres latéraux et des nombres diagonaux

XXXI. De même que les nombres ont en puissance les 20

rapports des triangulaires, des tétragones, des pentagones et

des autres figures, de même nous trouverons que les rapports

des nombres latéraux et des nombres diagonaux se manifes-

tent dans les nombres selon des raisons génératrices, car ce

sont les nombres qui harmonisent les figures. Donc comme 25

l'unité est le principe de toutes les figures, selon la raison

suprême et génératrice, de même aussi le rapport de la dia-

gonale et du côté se trouve dans l'unité.

Supposons par exemple deux unités dont l'une soit la dia-

gonale et l'autre le côté, car il faut que l'unité qui est le prin- 30

18 Voy. la note VI,
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cipe de tout soit en puissance le côté et la diagonale; ajou-

tons au côté la diagonale et à la diagonale ajoutons deux

côtés, car ce que le côté peut deux fois, la diagonale le peut

une fois *. Dès lors la diagonale est devenue plus grande et

le côté plus petit. Or, pour le premier côté et la première s

diagonale, le carré de la diagonale unité sera moindre d'une

unité que le double carré du côté unité, car les unités sont

en égalité, mais un est moindre d'une unité que le double

de l'unité. Ajoutons maintenant la diagonale au côté, c'est-

à-dire une unité à l'unité, le côté vaudra alors 2 unités ; 10

mais, si nous ajoutons deux côtés à la diagonale, c'est-à-dire

2 unités à l'unité, la diagonale vaudra 3 unités ; le carré

construit sur le côté 2 est 4, et le carré de la diagonale est 9

qui est plus grand d'une unité que le double carré de 2.

De même ajoutons au côté 2 la diagonale 3, le côté devien- ts

dra 5. Si à la diagonale 3 nous ajoutons deux côtés, c'est-à-

dire 2 fois 2, nous aurons 7 unités. Le carré construit sur le

côté 5 est 25, et celui qui est construit sur la diagonale 7

est 49, qui est moindre d'une unité que le double (50) du carré

25. De nouveau, si au côté 5 on ajoute la diagonale 7, on 20

obtient 12 unités ; et si à la diagonale 7 on ajoute 2 fois le

côté 5, on aura 17 dont le carré (289) est plus grand d'une

unité que le double (288) du carré de 12. Et ainsi de suite en

continuant l'addition. La proportion alterne : le carré cons-

truit sur la diagonale sera tantôt plus petit, tantôt plus grand, 25

d'une unité, que le double carré construit sur le côté, en

sorte que ces diagonales et ces côtés seront toujours expri-

mables.

Inversement les diagonales comparées aux côtés, en puis-

sance, sont tantôt plus grandes d'une unité que les doubles, 30

tantôt plus petites d'une unité. Toutes les diagonales sont

donc, par rapport aux carrés des côtés, doubles alternative-

4 C'est-à-dire que deux fois le carré du côté égale une fois le carré de la

diagonale.
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ment par excès et par défaut, la même unité, combinée

également avec tous, rétablissant l'égalité, en sorte que le

double ne pèche ni par excès, ni par défaut; en effet, ce qui

manque dans la diagonale précédente se trouve en excès, en

puissance, dans la diagonale qui suit *. s

Des nombres parfaits, des nombres abondants

et des nombres déficients

XXXII. En outre, parmi les nombres, les uns sont ap-

pelés parfaits, d'autres abondants et d'autres déficients. On

appelle parfaits ceux qui sont égaux à (la somme de) leurs 10

parties aliquotes, comme 6. Les parties de 6 sont, en effet, la

moitié 3, le tiers 2, et le sixième 1, qui additionnées ensem-

ble donnent 6.

Voici comment sont engendrés les nombres parfaits : Si

nous disposons les nombres en progression double à partir 15

de l'unité, et que nous les additionnions jusqu'à ce que nous

obtenions un nombre premier et non composé, et si nous

multiplions cette somme par le dernier terme additionné, le

produit sera au nombre parfait *. Disposons donc les nom-

bres en progression double 1, 2, 4, 8, 16. Additionnons 1 et 20

2, la somme est 3 ; si nous la multiplions par le dernier nom-

bre additionné qui est 2, nous aurons 6 qui est le premier

nombre parfait (car 1 + 2 + 3 = 6). Si nous additionnons

maintenant les trois doubles successifs 1,2, 4, la somme 7,

multipliée par le dernier nombre additionné 4, donne 28, qui 25

est le second nombre parfait. Il a, en effet, pour parties ali-

quotes la moitié qui est 14, le quart qui est 7, le septième qui

est 4, le quatorzième qui est 2, et le vingt-huitième qui est 1

(et l'on a 1+2 + 4 + 7 + 14= 28).

Le nombre abondant est le nombre dont les parties aliquo- 30

tes additionnées ensemble font une somme plus grande que le

5 Voy. note Vil. — 19 Cf. Euclide, Éléments, IX, 36.
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nombre proposé. Tel est 12, dont la moitié est 6, le tiers 4, le

quart 3, le sixième 2 et le douzième 1. Or, toutes ces parties

additionnées ensemble donnent la somme 16 plus grande que

le nombre proposé 12.

Le nombre déficient est le nombre dont les parties aliquo- s

tes additionnées ensemble donnent une somme moindre que

le nombre proposé. Tel est 8 dont la moitié est 4, le quart 2

et le huitième 1. Il en est de même du nombre 10 que les

Pythagoriciens appellent cependant parfait pour une autre

raison dont nous parlerons en son lieu *. io

On dit aussi que le nombre 3 est parfait, parce qu'il est le

premier qui ait un commencement, un milieu et une fin; et

il est à la fois ligne et surface, c'est, en effet, un nombre

triangulaire équilatéral dont tous les côtés valent deux uni-

tés. Enfin le nombre 3 est le premier lien et la puissance du is

solide, car l'idée de solide repose sur les trois dimensions.

10 Voyez la note VIII et l'Epilogue.


